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Wenn man erwägt, dass die ganze Geometrie zu- 
letzt auf Axiomen beruht, welche ihre Gültigkeit aus der 
Natur unseres Anschauungsvermögens herleiten , so er- 
sdieint die Frag^ nach dem Sinne der imaginären Ge- 
bilde wohlberechtigt, da wir ihnen Eigenschaften bei 
legen, welche nicht selten jeder Anschauung wider- 
sprechen. 

Zum Vergleich ziehen wir die unendlichen fernen 
Gebilde heran , die ja gleichfalls im Räume unserer An- 
schauung nicht vorkommen. Wörtlich verstanden ist 
„unendlich femer Punkt'^ sogar eine Contradictio in 
adjecto; denn der Punkt selbst würde eben das Ende 
einer Entfernung sein, die kein Ende hatte. Der Aus- 
druck ist daher ein uneigentUcher und bezeichnet die 
Thatsache, dass parallele Linien sich in projectivischer 
Beziehung verhalten, wie Gerade, die durch denselben 
Punkt gehen. Unendlich ferner Punkt ist daher nur 
ein anderer Ausdruck für das allen Parallelen Gemein- 
same, welches wir sonst Bichtung nennen. Wie eine 
Gerade durch zwei Punkte bestimmt wird, so ist sie 
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aach gegeben durch einen Punkt und die Richtung 
Dies ist nur ein Beispiel des allgemeinen Gesetzes, dass 
überall, wo es sich um projecti\ische Verhältnisse han- 
delt, die Richtung einen Punkt vertreten kann. Die 
Bezeichnung der Richtung als unendlichferner Punkt be- 
seitigt den Uebelstand, der sonst durch die Nothwendig- 
keit entstünde eine oft unübersehbare Menge von Fällen 
zu unterscheiden, jenachdem zwei oder mehrere der vor- 
kommenden Geraden parallel wären oder nicht. Steht 
aber das Prindp der Aequivalenz von Richtung und 
Punkt einmal fest, so werden alle diese Fälle mit Einem 
Schlage abgemacht. 

Die 8ache hegt ganz ähnlich bei imaginären Ge- 
bilden. Berechnet man z. B. die Schnittpunkte eines 
Kreises mit einer Geraden, welche denselben nicht trifft, 
so findet man für die Coordinaten conjugirt complexe 
Ausdrücke. Die Bedeutung der so deünirten imaginären 
Punkte ist nicht auf das analytische Gebiet beschränkt. 
Die Gerade verhält sich nämUch zu allen Kxeisen, welche 
mit ihr dieselben imaginären Punkte bestimmen, grade 
so, wie zu einem Systeme von Kreisen, welche mit ihr 
dieselben reellen Punkte gemein haben. Auch die Kreise 
unter einander verhalten sich so, als ob sie zwei Punkte 
gemein hätten ; sie bilden z. B. auf der Geraden ihrer 
Mittelpunkte eine Involution. Man kann die imaginären 
Punkte daher auch rein geometrisch durch die Zusam- 
menstellung eines Kreises mit einer Geraden definiren 
oder durch eine Involution auf einer Geraden. Auch die 
Eigenschaft emes Kegelschnittes, Kreis zu sein, ist aequi- 
valent dem Gehen durch zwei Punkte. Während z. ß. 



Digitized by Google 



— 6 — 

im AUgeuieiDen ein Kegelschnitt durch fünf Punkte be- 
stimmt ist, genügen für den Kreis deren drei. Wie die 
unendlichfernen Punkte drücken daher auch clie imagi- 
nären etwas ans, was mehreren Gebilden gemeinsam ist. 
So bind die imaginären uncndlichferneu Kreispunkte ein 
Ausdruck für die gemeinsamen Merkmale, durch welche 
die Kreise sich von allen übrigen Curven auszeichnen. 
Dieses Gemeinsame stellt sich analytisch in der Form 
von complexen Goordinaten dar, welche der Curven- 
gleichnng genügen. Da man nun mit diesen complexen 
Zahlen dieselben Operaüoncu, wie mit reellen vornehmen 
kann, so folgt ans diesen imaginären Schnittpunkten 
eine Menge geometrischer Sätze, welche auch aus reellen 
folgen würden. . 

Es ist nun vor Allem wichtig zu erfahren, wann 
man einen Satz , der von reellen Gebilden gilt, auf ima- 
ginäre übertragen darf. Zur Beantwortung dieser Frage 
müssen wir au die Grundlagen der analytischen Geometrie 
erinnern. Die Gleichung der Geraden wird mit Hülfe 
der Aehnlichkeit der Dreiecke und der Sätze über die 
Winkel bei parallelen Linien abgeleitet Ans denselben 
Sätzen fol^t der Pythagoräische Lehrsatz, durch welchen 
wir den Ausdruck für die Entfernung zweier Punkte ge* 
Winnen. Dies sind die Elemente, aus denen alle geo- 
metrischen Gonstructionen zusammengesetzt sind. Es 
lassen sich umgekehrt auch die Sätze über Aehnhchkeit 
und die Winkel bei parallelen Linien und somit auch 
alle, die nun aus diesen folgen, durch die analytische 
Geometrie beweisen. Sind die hierbei vorgenommenen 
Operationen und Schlüsse auch auf complexe Zahlen an- 
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weiulbar, so kann der Satz auf imaginäre Gebilde aus- 
gedehnt werden. Eine Wahrheit dageg^, welche zu 
ihrem Beweise noch anderer Voraussetzungen bedarf, 
gilt im Allgemeinen nicht von imaginären GeWlden. Mit 
weuigeu Ausnahmen können nun in der That alle Ope- 
rationen und Begriffe, die bei reellen Zahlen vorkom- 
men, aut complexe unverändert übertragen werden. Der 
Begriif des Orosserseins jedoch lässt 8ich nicht wohl 
auf complexe Zahlen auweuden. Auch bei der Integration 
treten Verschiedenheiten auf, welche aof der Manmch- 
iältigkeit der möglichen Integrationswege bei complexen 
Veränderlichen beruhen. Durch die grosse Zahl der 
gesetzmässigeu Beziehungen, welche trotzdem den ima- 
ginären Gebilden mit den reellen gemein sind, wird ihre 
Einführung in die Geometrie gerechtfertigt. 

Es entsteht nun ebenso wie bei der Betrachtung der 
unendlich fernen Punkte das Bedürfniss, diese uneigent- 
hchcn Elemeute nicht nur in gleicher Weise wie die 
eigentlichen zu behandeln, sondern auch vor Augen zu 
haben. Für die unendlich fernen Punkte der Ebene ist 
dies leicht bewirkt, wenn man die Ebene auf eine Kugel 
von einem Punkte der Letzteren aus, der nicht der 
nächste oder fernste ist , pro jicirt. Dann besteht in der 
Abbildung kein Unterschied zwischen eigentlichen und 
unendlichfernen Punkten. Das Entsprechende ^&v die 
imaginären Gebilde zu leisten, soll im Folgenden ver- 
sucht werden. Unter einer geometrischen Darstellung 
der imaginären Gebilde der Ebene verstehen wir dem- 
nach eine Art der Zuordnung, vermöge deren jedem 
reellen oder iniaginäien Elemente der Ebene ein reeUeis 
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ttscbioiUcbes lüeioent mitspricht. Hierdurch wird 2tt* 

nikhst der Vortheil erreicht, welcher bei jeder eindeuti- 
gen Zaorduung zweier Elementengebiete dadurch ent- 
steht, dass man von bekannten Sätzen duvcli blosse 
Uebertragung zu neuen Wahrheiten gelangt Das Be« 
sondere dieses Falles aber ist, dass die unauschaulichen 
Beziehungen imaginärer Gebilde durch anschauliche er« 
setzt werden. Die Bedeutung der imaginären Gebilde 
tritt gleichniässig in den metrischen und projectivis^hea 
Beziehungen hervor. Wir wollen uns jedoch auf die me- 
trischen beschränken und nur am Schlüsse eine Verall- 
gemeinerung der Darstellungsweise andeuten, welche t'ur 
projectivische Sätze geeigneter s^ möchte. 

i I. Darstellung der imaginären Punkte, 

Damit wir uns im Folgenden kurz und genau aus- 
drücken können, führen wir folgende Bezeichnungen ein : 

Die Ebene , deren Gebilde wir darstellen, heisse die 
Grundebene. Die darzustellenden Punkte, Geraden, 
üurven sollen immer durch den Zusatz ,,reel^^ oder 
,4maginär'^ von sokhen Gebilden unterschieden werden, 
die zur Darstellung jener dienen und immer als reell zu 
betrachten sind. Ferner soll unter dem Imaginären im 
Allgemeineu das Reelle mit begnffen sein. Um nun die 
imaginären Punkte der Grundebene darzustellen, schdnt 
es angemessen, von der analytischen Definition auszu- 
gehen, weil diese uns ihren ganzen Vorrath auf die alt* 
gemeinste Weise umiassen lässt Wir deokea uia denk 
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nach die imaginären Punkte durch ihre rechtwinkligen 
Coordinaten 

gegeben. Wir könnten nnn den imaginären Punkt (x,y) 
durch die beiden Punkte und darstellen. 
Dann wäre jedoch nicht ersichtlich , welcher von beiden 
die reellen Theile ausdrücken sollte. Deshalb versetzen 
wir den Punkt (S^/) eine besondere Ebene, welche 
parallel zur Grundebene ist und die rechtwinkligen Axen 
der S und if enthält. Wir nennen diese Ebene die des 
Imaginären. Die Grundebene als Ort der Punkte (£,17) 
mag die Ebene des Pieellen heisseu. Um zusammenge- 
hörige Punkte dieser Ebenen als solche zu kennzeichnen, 
verbinden wir sie durch eine Gerade, welche wir als 
Darstellung des imaginären Punkts ansehen. Geht eine 
Gerade durch den Coordiuatenanfang in der Ebene des 
Imaginären, so stellt sie einen reellen Punkt dar. Jenen 
Coordinateuantang wollen wir der Kürze wegen Anfangs- 
punkt des Imaginären nennen. 

S 2. Die imaginären Curven und besonders die 

imaginäre Gerade. 

Irgend eine üurve sei gegeben durch die Gleichung 

S(x,y)= 0. 

Diese zerfällt in 

Durch je ein System Ton Werthen &,B'rf,tf\ die den Glei- 
chungen (1) genügen, ist ein imaginärer Gurvenpunkt 
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gegeben. Von diesen giebt es eine zweifach unendliche 
Menge, wenn wir die MannicMaltigkeit der reellen Punkte 
einer Geraden eine einfach unendliche nennen. Lösen 
wir die Gleichungen (1) auf, so erhalten wir in . 

Functionen, welche uns eine. Abbildung der Ebene des 
Reellen auf der des Imaginären geben. 

Es sei nun zunächst die Curve eine Gerade, gegeben 
durch die Gleichung 

ux-|-vy+l=o, 
wo n=p-Hip ,\==ix+iX' 

Die Abbildungsfunctionen sind dann : 

P X—XP 

oder bei umgekehrter Autiösung: 

& ^-{px+P x)B.'Mx''+x')v 

3) PX—XP 

ffzz -p+(p'+P^W+iPX+PX)v 

p'x—xp 

Die Abbildung ist eine eindeutige. 

Nicht jedes Paar linearer Functionen 

A+Bg+Ci; ,v=i^+Efi+Fi/ 
kann die Formeln (2) vertreten.' Es müssen vielmehr 
die Bedingungen 

4) F+Brro ,BF^EC=1 

erfüllt sein. Um zu untersuchen ^ welche besondere Art 
der Abbildung hiermit gegeben sei, nehmen wir eine 
Drehung des Goordinatensystems in beiden Ebenen vor, 

indem wir setzen; 
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X— x,C08€r— y^ina, ysrx^siiiÄ+y^coSÄ 
erhalten wir die iiBoeii Abbildungsfunetimieii 

Hierin ist 

B,=:Bcos>«+Fäia^a+(E4-C) sioffcoaa 

E4-C 

oder B,r:Bcos2flr+ -^sin2ot 

Wir können nun a so bestimmen» dass B,=ro und F,=o 

£s ist (laim 

2B 

Für a selbst folgen hieraus zwei um 90<^ verschiedene 

Werthe. Es ist nun 

Die Gleichung (4) verwandelt sich in 
6) E,C,= -1 

Was ist nun hiervon die geometrische Bedeutung? 
Einer Parallelen zur Axe entspricht eine solche zur 
i;/— Axe, einer Parallelen zur 7;,— Axe, eine solche zur 
ä; Achse. Wir haben bis jetzt keine Festeetzung über 
die gegenseitige Lage der Coordinatensysteme in den 
Ebenen des Reellen und Imaginären getroffen. Wir be- 
stimmen jetzt, dass das Goordinatensysteni in der Ebene 
des Imaginären um 90» gegen das in der Ebene des 
Reellen gedreht sei, so dass die g'— Axe der Axe 
und die 1; — Axe der negativen Seite der fi— Axe parallel 
pei. Das Entsprechende gilt dann von 5/ ,17/ in Bezug 
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auf und p,. Wir erreichen Uerdureh daa Vortlieit» 

dass die Parallelen zur S, — und i/, — Axe ihren Bildern 
parallel werden. Jetzt ist es möglicb, cUe Abbildung 
durch eine einfache geometrische Coustruction zu be- 
werkstelligen. Legen wir nämlidi durch je ein Paar 
einander entsprechender Parallelen zur ly, — und g/— Axe 
eine Ebene, so schneiden sich alle diese Ebenen in einer 
gemeinsamen Kante NB (Fig. 1), weil wegen (5) der 
Abstand zweier Parallelen in der Ebene des Beeilen zu 
dem ihrer Bilder ein constantes Verhältniss bat« Ebenso 
schneiden sich alle Ebenen , die durch je ein Paar ein- 
ander entsprechender Parallelen zur S, und i;„Axe ge- 
legt werden, in einer gemeinsamen Kante QM. Diese 
Kanten sind der Grundebene parallel und zu einander 
senkrecht. Wegen der Gleichungen (5) und (6), und 
weil die Axen der i?/ und der B, entgegengesetzt, die 
der j], und £/ aber gleichgerichtet sind, muss die Kante 
QM nach der entgegengesetzten Seite ebenso weit von 
der Ebene des Reellen entfernt sein als RN von der des 
Imaginären. Durch die Kanten BN und QM ist die Ab- 
bildung gegeben; denn jede Gerade, die einen Punkt 
von NB mit einem von QM verbindet , schneidet die bei- 
den Ebenen in entsprechenden Punkten. Da die beiden 
Kanten auf diese Weise alle imaginären Punkte der 
ioiaginären Geraden geben, so betrachten wir sie als 
Darstellung der Letzteren. Damit ein Paar von Geraden 
eine imaginäre Gerade darstelle , ist erforderlich , dass 
sie auf einander senkrecht stehen , mit der Gnindebene 
parallel seien, und dass die eine ebenso weit von der 
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Ebene des Reellen abstehe als die andere m entgegen- 
gesetzter üichtimg von der des Imaginären. Wir wollen 
ein solches Paar Ton Geraden Leitlinien einer imaginären 
Linie nennen. Es bleibt uoch übrig, den Specialfall einer 
reellen Geraden zu betrachten. Eine imaginäre Gerade 
hat nur einen reellen Punkt; denn durch den Anfangs- 
punkt des Imaginären lässt sich im Allgemeinen nur 
£ine Gerade legen, welche die beiden Leitlinien schneidet. 
Nur wenn die eine der Leitlinien durch den Anfangs* 
punkt des Imaginären selber hindurchgeht, haben wir 
unendlich viele reelle Punkte. Diese werden durch die 
Geraden dargestellt, die sie mit dem Anfangspunkte des 
Imaginären verbinden. Da die eine Leitlinie in der Ebene 
des Imaginären liegt, muss die andere in der des Reel- 
len liegen und folglich mit der darzustellenden reellen 
Geraden selber zusammenfallen. Ausser den reellen 
Punkten haben wfr hier noch eine zweifach unendliche 
Menge imaginärer, welche durch die Verbindungslinien 
anderer Punkte der Leitlinie in der Ebene des Imagi- 
nären mit Punkten der LeitUnie in der Ebene des Reel- 
len dargestellt werden. Von einer eigentlichen Abbil- 
dung kann hier nicht die Rede sein, wie aus dem Ver- 
schwinden des Nenners der Formeln (2) und (3) hervor- 
geht und auch geometrisch einleuchtet. Dies tritt über- 
haupt immer ein, wenn die LeitUnien in den Ebenen des 
Reellen und Imaginären liegen , oder analytisch ausge- 
drückt, wenu der Nenner pix — X9 der Formeln (2) ver- 
schwindet. Beide Bedingungen sind offenbar identisch ; 
denn damit keine Abbildung mögUch sei, ist jede der- 
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tolben nothwmidig und binracband. Wenf fi'x^X P ist, 
so kann man setzen : / 

■ 

v~^+i^ ~R(cos/+isiny.) 
Die CoSffidaiten u,v der Gleichung ux-f vy-f l=o 
haben daher dieselbe Amplitude. Wir wollen eine^solche 
iHiaginäre Gerade eine einfach imaginäre nennen. Solche 
stehen in metrischen Beziehungen, den reellen Linien 
näher. 

I 3. Die ima^iiäre Verbindiuigslwie. 

Es eeien zwei Gerade (g, h) gegeben, welche imagi- 
näre Punkte darstellen; es sollen die Leitlinien ihrer 
imaginären Verbindungslinie construirt werden. 

Wir schUessen zunächst den Fall aus, dass g oder 
h der Grundebene parallel sei, und nehmen an, dass 
sie sich schneiden. Dann müssen die gesuchten Leit* 
linien in der Ebene von g und h liegen , oder durch 
ihren' Schnittpunkt gehen. Beide Leitlinien können nicht 
in der Ebene von g und h liegen, weil sie dann einan- 
der parallel sein würden. Die eine geht also jedenfalls 
darch den Schnittpunkt. Dann kann aber die andere im 
Allgemeinen nicht gleichfalls da hindurch gehen wegen 
der Bedingung, welche die Abstände der Leitlinien von 
den Ebenen erfüllen müssen. Die zweite Leitlinie liegt 
also in der Ebene .von g^und h. Hierdurch und durch 
die andern Beschränkungen, denen sie unterworfen, ist 
ihre Lage völlig bestimmt. Damit ist auch die Bichtuug 
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dtor LtHünie g€«ebM , weldie daieh den Bduitt^ttidrt 

von g und h geht Die einzigen Fälle ^ wo Imm der 
LeUli]ii6& in der Ebene von g and h m liegen braudit, 
sind die, in denen der Schnittpnnkt von g und h gleiche 
Efitfenmng von den Irenen des Beeilen vnd Imaginären 
hat, also entweder in der Mitte 2wischen beiden oder 
im ünendlichen liegt. In diesen Fällen geben hmAß 
Leitlinien durch den Schnittpunkt, und ihre Bichtung 
wird unbestimmt. Ist zweitens die Gerade g der Grand- 
ebene parallel, so stellt sie oäenbar einen unendlich 
fernen imaginären Punkt dar. Wir nehmen nicht an, 
dass g von h geeehnitten werde, g möge aber weder in 
der Mitte zwischen den Ebenen des Reellen und Imagi- 
nären noch in der ane&dlidi fernen Ebene li^fiif Wenn 
wir nun durch g eine Parallelebene F zur Grundebene 
legen and in dieser eine LeitUnie zid»n, welche g und 
h schneidet, so kann die andere Leitlinie nicht gleich- 
ialis in dieser Ebene liegen. Damit sie dennoch g 
schneide und zugleich die Grundebeue parallel sei, muss 
sie parallel m g angenommen werden. Hierdurch and 
durch die andern Bedingungen ist sie völlig bestimmt 
Es folgt hierans , dass die erste Leitlinie g unter rech- 
tem Winkel schneidet; auch sie ist hierduich festgelegt, 
g stellt den anendlich fernen imaginären Punkt der 
Geraden dar, deren LeitUnien wir soeben gezogen haben. 
Verschidbt man g parallel mit sich in der Ebene F, so 
bleibt die Construction ungeändert Alle diese Paralle- 
len stellen demnach denselben imaginären unendliclifer- 
nen Punkt dar. Legen wir eine Parallelebene F zur 
Grundebene durch die andere Leitlinie und ziehen in 
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är Kormlea zu dieser oder, was dasselbe, 2u g, so ab- 
geben auch diese Normalen in Verbindung nüt h diesel- 
ben Leitlinien wie g« Alle diese Geraden stellen folg- 
lich denselben unendlichfernen imaginären Punkt dar. 
Ein solcher wird also durch zwei einfach unoidliche 
Scbaaren von Parallelen dargestellt, die zu einander 
senkrecht sind und in zwei Ebenen liegen, welche pa- 
rallel und symmetrisch zu den Ebenen des Reellen und 
Imaginären sind« Den Fall, wo g parallel und in der 
Mitte zwischen den Ebenen des Reellen und Imaginären 
oder in der unendlicbfemen Ebene liegt, werden wir 
später betrachten. 

Ist aacb h der Gmndebene parallel, so ist die imagi* 
näre VerbindungsUnie der durch h und g dargestellten 
imaginären unendlidifemen Punkte die nnendliehfame 
Gerade der Grundebene. Dies ist also die eine Leit- 
linie. Die Frage nach der andern mitss eiastweilai 
noch unbeantwortet bleiben. Ausgeschlossen sind hier 
die Fälle, in denen g, h nach unseren oben gefundeMi 
Resultaten denselben unendlichfernen Punkt dajtsleUen. 

Wenn endlich g, h weder der Omndebene pnalM 
sind , noch sich schneiden , so prqjiciren wir Alles auf 
eine Ebene, die in der Mitte zwischen den Ebenen des 
Reellen und Imaginären parallel zu ihnen liegt, welche 
wir im weiteren Vei laufe stets mit E bezeichnen werden. 
Die Projectionsstrablen seien parallel zur einen Geraden g. 
Diese bildet sich dann als Punkt G (Fig. 2) ab. Der 
Durcfaschnittspunkt der Gerade» h mit der Ebene £ sei 
H und ihre Projection h,. Es mögen ferner GA und 
GB die Projectionw der gesoditen LBitimm «etat* 
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Dann ist HA=HB=Ug. Man erhält also A und B, 
indem man HO von H aus auf h,, nach .beiden Seiten 
abträgt Die gefundenen Projectionen GA und GB kann 
man dann durch Parallelverschiebung längs g an ihren 
Ort im Baume versetzen. 

m 

§ 4. Die Entfernung imaginärer Punkte. 

Der Ausdruck 

1) r=l/(x,--Xo)^ + (yi-Vo)« 

drückt die Entfernung zweier Punkte aus, wenn Xo, yo« 
Xi, die reellen Coordinaten derselben sind. Jeder 
Satz, welcher einen Zusammenhang zwischen Längen 
ausspricht, und nicht blos eine Ungleichung enthält,, 
folgt aus den Grundlagen der analytischen Geometrie 
und kann analytisch aus (1) durch solche üperatiouen 
und SchUtese hergeleitet werden, die auf complexe Zah- 
len gleichermassen anwendbar sind. Diese Zusammen- 
hänge bestehen dah^r auch unter den Werthen von r 
für complexe C!oordinaten. Sehen wir nun als das 
Wesentliche für den Begriff der Entfernung nicht die 
Anschaulichkeit emer geraden Strecke, sondern eben 
jene Gesetzmässigkeit an, so können wir den Namen 
der Entfernung auch dann in Anwendung bringen, wenn 
die Endpunkte imaginär sind. In diesem Sinne werden 
wir fortan von Entfernungen sprechen. 
Führen wir nun in (1) die VYerthe 

ein , so erhalten wir 
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r= 1 /(«-So)H(»7-»;o)«-(fi;-S'«)*-('/;-'7'.)*+ 

V 2i [(g,-g.)(s;-g'.)+(»/,-i?,X';/-»?'.)] 



>)] 

oder, indem wir 
einftthren, 

2) • r = ]/<j2+T«— ö' 2— t' * + 21(00 +Tt' ) 
Zur VereiBfacbung der Becbnung legen wir das Goardi- 
natensystem so, dass die Axen den Leitlinien der ima- 
ginären Verbindungslinie von (xo,yo), (x,,y,) parallel wer- 
den. Wir projiciren wieder wie in § 3 Alles auf die 
Ebene E in der dort angegebenen Art. Die Gerade g, 
die den imaginären Punkt (Xg^yo) darstellt, bildet sich 
als Punkt G (Fig 3) ab. h, sei die Projection von h, 
der Darstellung des imaginären Punktes (x,,y,). GB und 
GA sind die Projcctionen der Leitlinien. G und D sind 
die Bilder der Durchschnitte Yon h mit den Ebenen des 
Beeilen und Imaginären. Es ist dann CA—DB. Zie- 
hen wir noch GK//DJ//AG, so ist 

{GJzzS, — ^£p=<y 

. iDJrri;,— voizt 

^) )GK=-(v/^'o)=-T 

T?« t^^^. DJ CK . DJ CK , 
Es ist ferner ^ = ^ oder oder 

— =7 



Wenn wir fär 6 den Werth —^^ in (2) einführen, so 



2 
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erhalten wir für den reellen Theil des unter der Wur- 
zel stehenden Ausdrucks 

und als Factor von i 

B=_2ir(<y'«— T«). 

Ist nun 
80 ist 

Hierbei ist 1/a*+B' immer positiv zu nehmen, und p 

und p haben gleiches Zeichen, wenn B>0, entgegen- 
gesetztes, wenn B<0. Durch Einsetzung der Werthe 
von A und B ergiebt sich 

wenn ö'*<t*, oder 

wenn 0'*>t^. 

Öer Fall t«>ö'* kann immer auf den Fall (y'*>T« 
durch Drehung des Coordinatensystems um 90° zurück- 
geführt werden. Durch eine solche Drehung wird der 
vorausgesetzte Parallelismus der Axen mit den Leitlinien 
nicht gestört. Zeichnen wir die neuen <f und r durch 
einen untern Index aus, so ist 
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Ist also 



T«>^« oder 



oder 



so ist 



Wir können also immer den Fall <f,*>r* voraus- 
setzen. Dann ist 



Es liegt nahe, den reellen und den imaginären Theil 
dieser Formel mit den Abschnitten* GBzr/i, OA=/i' auf 

den Leitlinien zu vergleichen. Es ist (Fig 3) 



oder nach (3) 

und mit Bücksiebt auf (4) 

^=f_T'((j'+r). 




T 



Demnach ist 




Folglich 
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wobei das Voizeicheii der Wurzel TM^willkOhrlicheii 

Annahmen abhängt Die Wurzel ist bei unserer Vor- 
anssetzong <^*>t* immer reelL Sie nimmt dne einfache 
Form an, wenn die Verbindungslinie eine einfach imagi» 
nire Gerade ist Dann liegen die Leitlinien in den 
Ebenen des Reellen und Imaginären. Nehmen wir die 
£— Axe parallel der Ijeitliiiie in der Ebene des Beeilen 
an , so ist der Bedingung <f'^>T^ genügt, da r=o. Die 
Formel (5) geht dann über in 



ton der Entfemmig der Leitlinien von den Ebenen des 
Beeilen und Imaginären abhänge. Der Symmetrie wegen 
bestimmen wir den Abstand N der Leitlinien von der 
Ebene E und nennen 2d den Abstand der Ebenen des 
Reellen und Imaginären von einander. Es ist (Fig. 4) 



wobei die Ebene der Zeichnung durch die 17* und S Axe 
gelegt ist Daraus folgt das AbstandsverhUtniss 

d a— < 

Formel (5) geht aber in 



Betrachten wur noch einmal die Projection auf die Ebene , 
E (Fig. 3), so bemerken wir, dass die Diagonale OL 



r=/i+i/*'. 



Man vermuthet leicht, dass der Factor 





des aus den Sat» 



6B=:/< ,QAz:/t 
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eonstruirten Bechtecks nach der G au ssi scheu Art der 
Darstellung complexer Zahlen in der Ebene die gesuchte 
Entfernung bis auf einen reellen Factor angiebt^ wenn 
man die Axe des Beeilen der einen und die des Ima- 
ginären der andern LeitUnie parallel anninunt Dasselbe 
gilt auch von GH, der Entfernung der Durchschnitts- 
pimkte der Geraden g und h mit der Ebene £, wdl 
GH=^GL. Es bleibt noch übrig zu untersuchen, wel- 
cher der beiden LeitUnien die Axe des Reellen parallel 
zu machen ist. Es ist dies diejenige, welcher wir die 
£<— Axe parallel machen mussten, damit die Bedingung 

erfttUt werde; denn diese Annahme liegt unserer ganzen 

Betrachtung zu Grunde. Nun ist nach (3) diese Un- 
gleichung identisch mit CK*>DJ^ Hierfär kann man 
im Hinblick auf Fig. 3 auch setzen 
6) DB2>GB« 

Nun verhalten sich DB und CB wie die Abstände 
der zur B^Axe parallelen Leitlinie von den Ebenen des 
Beeilen und Imaginären. Die Ungleichung (6) drückt 
demnach aus , dass wir die £-*Axe deijenigen Ldtlinie 
parallel annehmen müssen, die im absoluten Sinne der 
Ebene des Beeilen näher liegt Wir erhalten demnach 
den Satz: 

Wenn die auf der imaginären Geraden s liegenden 
imaginären Punkte y und d durch die Geraden g und 
h dargestellt werden, so veranschaulicht die Verbind- 
ungslinie GH der Schnittpankte von g und h mit der 
Ebene E, multiplicirt mit einer reellen, nur von e ab^ 
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2 

Mögenden Constanten -7=, die imaginäre Entfernung 

yx 

von y und 9, weun man die Axe des Reellen derjenigen 
Leitlinie von « parallel annimmt, die der Ebene des 
Reellen näher ist. 

Wir nennen deshalb die Leitlinie einer imagi- 
nären Geraden, welche der Ebene des Reellen näher 
ist, die Leitlinie des Beeilen, die andere die des Ima- 
ginären. 

Es ist nun auch leicht anzugeben, was es bedeutet, 

wenn zwei Gerade, die imaginäre Punkte darstellen, sich 
schneiden. Dann ist, wie sich unmittelbar ergiebt, die 
' Entfernung der beiden imaginären Punkte entweder rein 
reell, wenn der Schnittpunkt der Ebene des Imaginären, 
oder rein imaginär, wenn er der Ebene des Reellen 
näher liegt 

$ 5. Schnittpunkt und Winkel imaginärer 

Geraden. 

Es seien zwei imaginäre Gerade durch ihie Leit- 
linien gegeben; man soll die Gerade finden, welche 
ihren imaginären Schnittpunkt darstellt 

Die gesuchte Gerade muss die vier gegebenen Leit- 
linien schneiden. Im Allgemeinen werden vier Gerade 
durch zwei andere gemeinsam geschnitten. Da hier alle 
vier Leitlinien derselben Ebene parallel sind, so ist die 
eine jener beiden Geraden in allen Fällen die unendlich- 
ferne Gerade jener Ebene. Weil diese nicht in Betracht 
kommt, ist die andere die gesuchte Gerade. 
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In Betreff der Bedeutung des Winkels imaginärer 
Geraden, brauchen wir nur an das zu eriimern, was 
wir im Anfange des § 4 gesagt haben. Dies ist im 
Wesentlichen auf unsern Fall auNvendbar. Die Definition 
des Winkels führen wir mittels der Formel 
1 ) ar:arcsinQs) 
auf den Begriff der Entfernung zurflek. Es bedeutet 
nämlich s die Sehne in dem mit dem Badius 1 beschiie- 
benen Kreise. Die Function aresin mag rein analytisch 
dehnii't sein. 

Gegeben sind zwei imaginäre Gerade durch ihre 
Leitlinien; für den durch (1) definirten Winkel soll eine 
anschauliche Bedeutung gefunden werden. 

Der allgemeine Fall, wo sich die gleichnamigen 
Leitlinien kreuzen, kann aus zwei Specialfällen zusam- 
mengesetzt werden. In dem einen schneiden sich die 
Leitlinien und haben dieselbe Entfernung von der Ebene 
£, in dem andern sind sie parallel und stehen ver- 
schieden weit von der FA)eiie E ab. Hierzu ist nur 
nötbig eine imaginäre Hülfslinie einzuführen, deren Leit- 
linien die der ersten imaginären Geraden schneiden und 
mit den gleichnamigen der zweiten parallel sind. Der 
gesuchte Winkel ist dann die Summe der Theilwinkel. 
Der erste Fall hat das Eigenthümliche , dass das eine 
Leitliiiieupaar durch blosse Drehung in das andere über- 
geführt wird ; das Besondere des zweiten Falles ist, dass 
durch blosse Parallelverschiebung das zweite Leitlinien- 
paar aus dem ersten entsteht. Um unsere Definition 
(1) auf den ersten Fall anzuwenden, wo die Leitlinien 
sich schneiden, müssen wir auf beiden Schenkehi die 
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Strecke 1 abtragen. Das heisst in unsere DarstelluBir 
übertragen; mr müssen auf den Leitlinien des Heellea 
von ihrem Schnittpunkte G (Fig. 5) aus die Strecke 
CD=:GG=)/ X abtragen , wenn X die im vorigen Para- 
graphen angegebene Bedeutung hat. Verbinden wir die 
so gefundenen Punkte D,G mit dem Schnittpunkte H der 
Leitlinien des Imaginären , so stellen die Geraden GH 
und DH die imaginären Punkte dar, wekhe in der Ent- 
fernung 1 vom Scheitel auf den imaginären Schenkeln 
liegen. Die Entfernung derselben ist reell und zwar gleich 
G D 

Es mögen nun die Leitlinien des Beeilen den 

Winkel a mit einander bilden. Dann ist 

GD=:2GDsin^a=2)/ A sin^a 
und der Winkel der imaginären Geraden 

2arcsini^^ =a . 

Wenn also die Leitlinien sich schneiden, so ist der Win- 
kel der imaginären Gerolden gleich dem Winkel ihrer 
Leitlinien. Im zweiten Falle, wo die gleichnamigen Leit- 
linien der beiden imaginären Geraden I, II parallel und 
in verschiedenen Abständen von der Ebene E liegen, 
müssen wir auf den Leitlinien des Keellen die Längen 

2) hG-yxi ,cF=:yr, 

(Fig. 6) abtragen, wenn Ai und A» die entsprechenden 

Bedeutungen für die beiden Leitlinien haben wie oben A. 
Stellt nun DK den imaginären Scheitelpunkt dar, und 
sind J und K die Punkte, wo diese Gerade von den 
Leitlinien des Imaginären geschnitten wird, so stellen 
die Geraden FJ^GK die imaginären Punkte dar, welche 
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die Abschnitte 1 auf den imaginären Schenkeln begrenz 

zen. Die Entfernung derselben ist rein imaginär, weil 
der Schnittpunkt H der Geraden FJ und OK der Ebene 
des Beeilen näher liegt, wie leicht gefunden wird. Um 
diesen imaginären Abstand zu bestimmen, berechnen 
wir die Entfernung YW der Durchschnitte der Geraden 
JF und KG mit der Ebene £. Es ist 

VW=ßW— ßV-i(DG-~CF) 

Dies multiplicirt mit rr^ giebt die imaginäre Sehnei 

wenn As der dieser zukommende Werth von X ist. Es 
ist nun 

Ag A| As 

CF _ QH DG _ QH . 

Hieraus crgiebt sich durch Elimination von QH und 
unter Bfickdcht auf die Formeln (2) und (3) 

Es ist also die imaginäre Sehne 

i V\[—y\, 

and der gesuchte imaginäre Winkel ist 

(i y^y—yx, 
2 « I 2 

yx,\, f 

Um über das Zeichen zu entscheiden, setzen wir fest, 
dus der Stau der Drehiuig ten der £* iiir if^rAxe dwr 
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positive sein soll. Wir richten es femer so ein, dass, 
weAo wir einen uneudüchkleinen rein imaginären Win- 
kel seinem Simus gleich setzen, wir im Einklänge mit 
unsera bisherigen Festsetzungen bleiben. Verfolgen wir 
nun (Fig. 6), wie sich der Punkt W bei einer positiven 
Drehung bewegt und wie bei einer Annäherung von DG 
an die Ebene E, so erkennen wir, dass letztere llich- 
tung zur erstem liegt, wie die Axe des Imaginären S 
zur Axe des lleelleii 5. Daraus folgt, dass das positive 
Zeichen in (4) zu nehmen ist, wenn wir von I zu II 
übergehen; denn es ist Ai>A2, wenn die Leitlinie von 
II näher als die von I an der Ebene £ ist 

Aus diesen beiden SpecialfiUlen setzt sich der com- 
plexe Winkel im allgemeinen Falle zusammen. Es ist 



wenn a der Winkel ist, den die Leitlinien im Sinne des 
Ueberganges von I zu II mit einander bilden. 

Um hierfür noch eine andere geometrische Deutung 
zu gewinnen, schalten wir folgenden Excurs ein. 

lieber die Darstellung coniplexer Zahlen 
durch Winkeigrössen in der Ebene. 

Man kann in vielen Fällen eine Grösse auffassen 

als eine Art und Weise oder eine Operation, durch \Yekbe 
ein Element A in ein zweites B verwandelt wird. So 
kann man eine Länge ansehen als eine Bewegung, durch 
welche der eine Orenzpunkt in den andern ttbergefühit 
wird. Winkel erscheint so als Diiehuug , durch die der 
jäm..-^ upbegrenzt gedikchte — Schenkel iii.dea andern 
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übergeht. Wie nuu Gauss coinplexe Zahlen durch ge- 
rade Strecken in der Ebene darstellte, indem er anch 
die Richtung in Betracht zog, in welcher der eine Grenz- 
punkt bewegt werden muss, um an den Ort des andern 
zu gelangen, so wollen wir versuchen den Begriff des 
Winkels zu yerallgemeinem, indem wir die Schenkel 
nicht blos ihrer Richtung, sondern zugleich ihrer Länge 
nach berücksichtigen. Wir nennen also Winkel in die- 
sem allgemeinen Sinne die Art, wie eine begrenzte Ge- 
rade in eine andere übergeht, die den einen Endpuukt 
mit ihr gemein hat. Diese Art des üeberganges besteht 
aus einer Drehung und einer Vergrösserung in einem 
bestimmten Verhältnisse. Diese noch unbestimmten Ge- 
danken erhalten eine festere Grundlage durch folgende 
Betrachtung. Es seien a^ und a, comple&e Zahlen, 
nämlich : 

ai=;r(cospi4-i sin pi) 

a2=r(co?p.,-l-i sin pa). 
Sie seien nach Gaussischer Art dargestellt durch zwei 
gleich lange Strecken. Der Winkel, den sie mit einan- 
der bilden, sei gegeben durch 

a=Pi— pi=ilg^. 

Wir verallgemeinem diese Definition für ungleich 
lange Strecken, so dass wir 

6) a=ilg-^ 

den compiexen Winkel nennen, den die durch 
a=r(cosp-|-isinp), b=s (cos^-j-isin^) 
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dargestellten Strecken mit einander bilden. ' Die Trenn- 
uQg des BeeUen und Imaginären in (b) giebt 

Der reelle Theil ist demnach die Drehung , der Fac- 
tor von i ist der negative Logarithmus des Verhältnisses 
der Vergrössemng , durch welche die erste Stred^e in 
die zweite übergefühlt wird. Hieraus ergeben sich leicht 
geometrische Construetionen für die Summen, Differen- 
zen, Vielfachen und Ualbirungen solcher Winkel, die 
sieh alle dureh Zirkel und Lineal ausfahren lassen. 
Wir begnügen uns jedoch darauf hinzuweisen, dass, 
wenn man die Vielfachen eines solchen complexen Winkels 
construirt, während der eine Schenkel festliegt, die End- 
punkte des andern auf einer logarithmischen Spirale 
liegen, *deren Folargleicbung die Form 

r=ae^^ 

hat und welche hier an die Stelle des Kreises tritt. 
Schliesslich wollen wir noch zeigen , wie sich die trigo- 
nometrischen Linien dieser complexen Winkel constmiren 
lassen. Es ist 

»+ilg^J = g 8 in»+i — ^cos*. 
Der Modulus hiervon ist 

'*=^|/-5r+^'-2co82*. 

Dies lässt folgende Interpretation m Es sei (Fig. 7) 

BAC unser complexer Winkel und BA=1. Dann ist 

ACsb. Wenn wir densdben Winkel auf der andern 
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Seite von AB aDtrageo, sodass <DABs<BAC, so folgt 

AD=-^. Verbinden wir C mit D, so ist DC gleich dem 
Doppelten unseres obigen Modus. Die Amplitude Xi von 

8in^^+üg^^= r,(cosjri+isin;ri) 

ist 

^ a-b)co„ 

Die Veiqgleichang mit ea, dem Winkel, den DC mit 
der BichtuQg AK des Beeilen bildet, ergiebt 

(^b^-i^8in1^ ^ 

Das heisst: wir mttssen EC=iDC um 90» dreben, 
um in £G die geometrische Darstellung des Sinus un- 
seres complexen Winkels zu haben. 

Es ist ferner 

i^b 1 b 

cos^*+ilg|)=^^ cos*— t^sin*. 

Der Cosinus wird der Länge und Bichtung nach 
dargestellt durch AE. Vervollständigen wur nämlich das 
Drei^ ACD zu dem Parallelogramme ACJD, so ist 

AE:=^AJ 

AK=^^-[-b^ cos^ , JH=s— ^-i—b^sin^^, 

woraus unsere Behauptung unmittelbar einleuchtet. Es 
ist noch sa erwilkiieny dass die Puidste D, B, C auf der 



tgOl 
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obeff erwähntei^ ^isale liegoifr dass also DCeis» Sehne 

derselben ist. Demnach wird der Sinus durch die um 
90<^ gedrehte halbe Sehne des doppelten Winkels, der 
Cosinus durch die Yerbiaduugslinie des Scheitels mit dem 
Halbiningspunkt jener Sehne dargestellt, wenn der Hal- 
birungsscheukel des doppelten Winkels gleich 1 gesetzt 
wird. Die Verhältnisse • bei den gewohnlichen Winkeln 
sind hiervon nur Specialfälle. 

Anwendung auf den Winkel imaginärer Graden. 

Wir benutzen die gewonnenen Vorstellungen, um fttr 
die Formel (5) eine geometrische Deutung zu gewinnen. 

Es stelle (Fig 8) QC den ima{;iiuiircn Scheitelpunkt dar. 
Wir tragen auf den Leitlinien des Reellen wie früher die 

Längen GH=y^X^ CD^y'Ai ^b und ziehen DQ uud HM 
als Darstellungen der auf den Schenkeln im Abstände 
1 vom Scheitel hegenden imaginären Punkte. Die Gera- 
den GQ, MH, QD schneiden dann die Ebene E in den 
Punkten I, K, L. Der reelle Winkel KIC ist dann gleich 
dem Winkel a, den die Leitlinien mit emander bilden 
und 

IK=iGHr=i|/Ä7 

iL=4cD=ii/Ar 

Demnach geht Formel (5) über in 

, IL 
a=a-Hlg-g^ . 

Das heisst: die Figur KIL stellt den complexen 
Winkel dar. 

Schhesslich sei noch bemerkt, dass die einfach, imagi- 
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nären Geraden sich dadarW auszeichnen, dass sie mit 

reellen Graden reelle Winkel bilden. 

§ 6. Die imaginären Curven. 

Es sei 

S(x,y):rS(fi+ig',,;+i,;')=0 
die Gleichung einer imaginären Curve. Durch Trennung 
des ßeellen und Imaginären zerfällt diese in 

Die Auflösung für und 17' ergiebt die Abbildungs- 

functionen 

2) v=mv) 

Lösen wir für //' und 17 auf , so erhalten wir die 

Gleichungen 

• 17 ^$(5,5-)', rj'^^,m% 
fttr welche folgende Differentialgleichungen gelten: 

Hieraus folgt, dass auch die Functionen f und F 
nicht von einander unabhängig sind. Um diese Beschrän- 
kungen zu erhalten, diflferentiiren wir (1) und (2) unter 
der Voraussetzung der Gonstanz von ß' nach Dies 

giebt 

af , 3f a^i _ aF , 9F8^ 

7 ag 'Ö7f dä ^~d^. ^ dg dfidä 

Dijfferentiiren wir femer nach indem wir £ consjbant 

seiu lassen, so folgt aus (1) und (2) 
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\ a*, _ 9F9* 

Nehmen wir «os diesen Gleichungen (4) and <6) 

5ß 3fi*» W Bfil Beten »te » (3) ein, so bekom- 
men wir die Differentialgleichungen. 

denen die Abbildungsfanctionen f und F genügen müssen. 

In dem Special&Ile der imaginären Geraden sahen 
wir, dass es für jeden Punkt der Ebene des Reellen 
zwei zu einander senkrechte Richtungen giebt , welche 
den entspr^ecbenden in der Ebene des Imaginären pa* 
rallel smd. Ob sich dieser Satz verallgemeinern lasse, 
soll nun untersucht werden« Sclireiten wir von einem 
Punkte in der Ebene des Beeilen in einer bestimmteu 
Bichtung fort, so ist die Bichtui^ des gleichzeitigea 
Fortschritts in der Ebene des Imaginären gegeben durcli 

af . 9f 

3«* _ 9f _ gg ^gg 

worin ' ' eigentlich Differentialquotien- 

ten ' bedeuten , sondern nur die Richtungen des Fort* 
schreitens bestimmen sollen. Erinnern wir uns nun an 
die festgesetzte Lage der g»— und tj^—Axq gegen die 
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5— und T} — Axe, so zeigt sich, dflss der Parallelismus 
entsprechender Fortschritte ausgedrückt wird durch 

df _ _ (b/ 

dF dg 

Wir erhalten demnach die in ^| quadratische Gleichung 



8f ap 

8) r-'T- 

^ dt dg 



oder 



9f . 9F 



oder, wenn man für tvV den Ausdruck 1—2-^ 
substitttirt, 

3f 

Es gid)t also für jeden Punkt der Ebene des Reellen 

zwei auf einander senkrechte Ilichtungen, denen die ent- 
sprechenden in der Ebene des Imaginären parallel sind. 
Wir wollen sie die ausgezeichneten Richtungen nennen. 
Bewegt sich nun ein Punkt in der Ebene des Reellen 
so, dass er stets eine ausgezeichnete Richtung verfolgt, 
so beschreibt er eine Curve. Solcher Curven gehen durch 
jeden Punkt der Ebene ein oder mehrere Paare, die auf 
einander senkrecht stehen. So erhalten wir zwei Cur- 

vensysteme^ die sich unter rechten Winkeln schneiden. 

3 
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Dasselbe gilt für die Ebene des Imaginären und jede i 
Parallelebene. Die Gleichnngen dieser Carven ergeben | 
sieb durch Integration von (9), nachdem die rechte Seite 
als Function von £ und tf dargestellt ist Die Integra- 
fionsconstante charakterisiit die einzelne Gurve. 

Verbinden wir zwei entsprechende Punkte der Ebe- 
nen des Keellen und Imaginären durch einen Strahl, und 
lassen wir den einen Punkt in der Ebene des Reellen 
sich auf einer unserer Curven bewegen und dem ent- 
sprechend auch den Punkt in der Ebene des Imaginären 
fortrücken, so beschreibt der sie verbindende Strahl eine 
abwickelbare Fläche und umhüllt eine Curve, die Rück- 
kehrkante der abwickelbaren Fläche. Lassen wir nun 
unsere Curve in der Ebene des Reellen in eine andere 
übergehen, dadurch dass jeder Punkt auf einer Curve i 
des andern Systems fortrückt, so bewegt sich gleich- 
zeitig die abwickelbare Fläche, und ihre Bückkehrkante 
beschreibt eine Fläche, die wir Leitfläche der imaginären 
Gurve nennen. Jeder Punkt der Baumcurvc beschreibt 
bei der Bewegung eine andere Curve.. Wir haben also I 
auf der Leitfläche zwei Curvensysteme, welche denen in 
den Ebenen des Reellen und Imaginären entsprechen. 
Die Strahlen, welche zugeordnete Punkte der Ebenen 
verbinden, berühren die Leitfläche ; denn sie sind Tangen- 
ten von Curven auf der Fläche. Vertauschen wir nun 
die Curvensysteme in der Ebene des ßeellen, so ge- 
langen wir auf dieselbe Weise zu einer zweiten Leit- 
fläche, womit nicht ausgeschlossen ist, dass beide Leit- 
flädien nur Mäntel einer einzigen Fläche seien. Eine 
Schaar gememsamer Taugenten dieser Flächen vermittelt 
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die Abbildung der Ebenen auf einander und auf den 

LeitiläcliCQ. Zu erwälmen ist noch der Specialfall, wo 
alle Rückkehrkanten sich in einen Punkt zusammenziehen. 
Dann beschreiben sie bei ihrer Bewegung statt einer 
Fläche eine Leitcurve. Dies war bei der imaginären 
Geraden der Fall. Dann tritt an die Stelle des Be- 
rührens der Leit flächen das Schneiden der Leitcurven. 

Wir sahen, dass die Leitlinien einer imaginären 
Geraden gleich weit nach entgegengesetzten Seiten von 
der Ebene £ entfernt sind. Um zu entscheiden, ob 
etwas Aehnliches allgemein stattfindet, suchen wir den 
Quotienten 




zusammengehöriger Fortschritte auf den Curven in den 
Ebenen des Reellen und Imaginären. Giebt f?'=^ (S) 
den Zusammenhang zwischen tf und £ an für zusam- 
mengehörige Punkte einer Gurve in der Ebene des Beei- 
len und der entsprechenden in der Ebene des Imagi- 
nären, so ist 



in (8) ein und berüdisichtigt (6) und (7), so erhalt man 

die quadratische Gleichung für q: 



von deren Wurzeln die eine das Beciproke der andern 
ist. Hieraus folgt , dass die beiden Berührungspunkte 

3* 
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eines Abbildungsstrahles mit den Leitflächen gleich weit 
nach entgegengesetzten Seiten von E entfernt sind. Die 
eine Leitfläche befindet sich ganz auf der einen, die 
andere auf der andern Seite der Ebene E. Um uns nun 
in Betreff der Gurren und Flächen bequemer ausdrücken 
zu können, setzen wir folgende Bezeichnungen fest: 

Die Leitflache, welche auf derselben Seite von £ 
liegt wie die Ebene des Ilcellen, heisse die Leitfläche 
des Beeilen S. Die andere sei die Leitfläche des Ima- 
ginären S'. Die Curven, in welchen man in der Ebene 
des Beeilen fortschreiten muss, um eine Curve auf S 
durch den Abbiidungsstrahl zu umhüllen, seien Si ge- 
nannt, die entsprechenden Curven in der Ebene des 
Imaginären s'i, auf S öi^ auf S' oi'. Die Curven dagegen, 
in denen man in der Ebene des Beeilen fortschreiten 
muss, um eine Curve in S' zu enthüllen, seien durch 
Sr bezeichnet, (He entsprechenden in der Ebene des Ima- 
ginären durch Sr, auf S durch (7,, auf S' durch aV* 

Durch die Strahlen, welche entsprechende Punkte ver- 
binden, werden auch alle andern Ebenen des Baumes 
auf einander abgebildet. Von diesen sind ausgezeichnet 
die Ebene £ und die unendlichferne Ebene U, da sie 
von den Ebenen des Reellen und Imaginären gleichen 
Abstand haben. Es ergiebt sich nun, dass die Abbil- 
dung dieser beiden Ebenen auf einander allein eine 
nähere Untersuchung verdient. Wir nehmen in der Ebene 
E das Coordinatensystem w//5,z//r7 an, so dass 

10) w=^ , z=!i±£. 

Statt der unendlicMemen Ebene substituiren wir 
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eine ihr ähnliche U', die entsteht, wenn wir zu jedem 

Strahle durch einen beliebigen Punkt P eine Parallele 
ziehen und das entstandene Strahlenbündel durch eine 
Ebene U' schneiden, die der Ebene E parallel ist und 
von P ebensoweit nach derselben Seite entfernt ist, wie 
E vom Anfangspunkte des Imaginären. In der Ebene 
U' mögen die Goordinatenaxen u//S^v//i7 so angenom- 
men sein, dass 

Aus den Gleichungen (10) und (11) folgt 

fi'=Z— V , I7'=U-W 

Wenn man u und v als Functionen von w und z an- 
sieht, so ergeben sich aus (12) durch partielle Diffe- 
rentiation 

W M , 35' ~ M , 

/^u . NA d\\ , dxidy 
d6 JA 

9zy dz9w 

betzt man diese Werthe in (3) ein, so crgiebt sich 

9v 9_u 3^ — 9v 

9w 9z" , 9w 3z' 
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Mithin ist v«f<in eine Function von w+iz. Setzen ^ir 
deshalb 

13^ I . 2==«' > "f-ß . «=/'' » 

SO nrass eine Gleichung 

W(a,b) = 0 

bestehen. Diese ist auch leicht zu findm; denn wegen 

(12) und (13) ist 

x=a — ^ib y~b — ia 

Es ist also 

15) o=W(a,b) = S(a— ib,b— ia), 

wenn S (x,y) z: o die Gleieliang unserer imaginären Gurve 
ist Durch dieselben Strahlen wind die Ebene £ auf der 
Ebene U' und die Ebene des Reellen auf der des Ima- 
ginären abgebildet. Zwischen diesen Abbildungen be- 
steht der bemerkenswerthe Unterschied, dass im letztern 
Falle die zu derselben Variabelen z. B. x gehörigeu 
reellen und imaginären Theile (g und g') in verschiede- 
nen Ebenen dargestellt sind, während im erstem Falle 
jede der Variabelen a und b eine besondere Ebene ein- 
nimmt 

Aus dem, was wir über die Coordinatensystenie 
bestimmt haben, folgt 

£//-V//a//ß' . Vll^'llallß 

Die Ebene U' hat also gegen die Ebene £ eine umge- 
klappte Lage. Dies hat die Folge, dass, wenn mau 
um einen Punkt a« der Ebene £ einen unendlich kleinen 
Fortschritt da rotiren lässt, der entsprechende db in 
der Ebene U' im entgegengesetzten Sinne mit gleicher 
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db 

lYinkelgeschwindigkeit rotirt, sobald j- weder o noch 

oa 

00 ist. Wir gehen von der Lage I (Fig. 9) aus, wo die 
Bichtung von db den rechten Coordinatenwinkel halbirt. 
Daun bilden db und da deu Winkel 2s mit einander, 
den' sie bestandig einschliessen würden, wenn die Ebene 

U' um die Halbirungslinie des Coordiuatenwinkels 

1800 gedreht würde. Es ist daher, weil + 

' da 0« doc 

da 

Bei der Rotation von ila kommen 4 Lagen : II, III, IV, 
V vor, wo dm nnd db parallel werden. In II und 
III sind da und db gleich gerichtet, in den dazu 
senkrechten Lagen IV und V entgegengesetzt gerichtet. 
Diese Richtungen müssen mit den ausgezeichneten Ricli- 
tungen in der Ebene des Reellen übereiustimnien. Wir 
nennen daher, wie oben, y den Winkel, den da in der 
Lage II mit der a^-Axe dildet Fs ist dann x=4d^—f , 

dß • 

9 er 

tg2yr:ctg2tir 



9« 

S/r , ,_ 

16) • t,y=.-..^^.- 
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Auch in den Ebenen E und giebt es je zwei Cui ven- 
Systeme, welche wir bezüglich mit Pr, pi, qr, qi bezeich- 
nen, so dass die Indices mit denen der entsprechenden 
Curven s,s',cr,(5' übereinstimmen. 

Wir wollen endlich noch den Punkt einer LeitMclic 
bestimmen, welcher einem gegebenen Punkte der Ebene 
E zugeordnet ist. Schreiten wir auf einer Curve pi fart, 
so sind die Zunahmen von g und 7/ nach (14) 

Nun verhalten sich die Fortschritte auf den Curven 
s't und 81 

dSi dg d/3'+da • 

Ist nun A das AbstanJsverhältniss des gesuchten Punkts 
der Leitltäche und der Ebene des ßeellen von E (Vergl. 
§ 4), SO ist 

A4 1 _ _ iU-^ä ß' 
dsT ~ da+d^i 



dp- — 9^ . 

m 

Nach der Einführung des Werthes von tg;^ aus (16) er- 
hält man 

Das Doppelzeichen entspricht den beiden Leitflächen. 
Wir sehen aufs Neue, dass die beiden Punkte gleich 
weit nach entgegengesetzten Seiten von der Ebene E 

abstehen. Wir sehen ferner, dass A~oo , wenn ^=0, 

da 
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» 

db 

und nur dann, und dass Xzzo. wenn -r- = . Die £be- 

da 

neu £ und U haben nur einzelne (reelle) Punkte mit den 
Leitflächen gemein, und dies sind die Windungspunkte 
der einen Ebene, wenn sie durch \Y(a,b)r::o auf der 

andern abgebildet \Yird. 



§ 7. Der imaginäre Kreis. 

Die Gleichung des imaginären Kreises sei 
J) S(x,y)=(x— m)24:()'-u)^-r2=:o. 

Wir fuhren statt x und y (§ 16, 15) die Variabelen a 
und b ein; ^ 
2) (a-ib-[a„-ib,])H(b-ia^[bo-iao])^=r2, 
wo ao und bo aus den Coordinaten des Mittelpunkts 
m, n ebenso gebildet sind, wie a und b aus x und y. 
Die Gleichung (2) geht über in 

4i(a— ao)(b— bo)+r2z:o. 

Setzen wir 

so ergiebt die Trennung des Beeilen und Imaginären 

wo rrrp-f-ip'- Es folgt hieraus 

9^ - 3^1 _ 2pp(^i»-^;»)— 2tftai(p^-P^") 

d£ _ 9^/ (pW^)(^;^-^i^)-4^t^iPP 

(p^+p^)(a,^+^,n 
»^^= 4(a,«+€r,'»)» 

Hieraus ergiebt sich für tgx entwed^ 



s) -I 
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4) tgy= ''^^+^'«»' 



oder 



Die Cui ven pr haben die Differentialgleichung 
deren Integral ist 



9 

et 



oder nach Einführung der Polarcoordinaten arctg-=<??, 



6) R=e 

Ebenso ergiebt sich für die Curveu pi die rolargleichung 

7) ß=e 

Die IntegrationscoBStanten Cr und Ci charakterisiren 
die einzelne Curve. Die Curven pr und pi sind unter 
sich congruent und entstehen aus einander durch Dreh- 
ung uiu den Pol. Diese logarithmiscben Spiralen sind 
dieselben, welche wir schon bei Gelegenheit des com- 
plexen Winkeis kennen lernten. Durch ganz ähnliche 
Rechnungen könnten wir auch die Curven qr und qi er- 
halten und würden zu analogen Resultaten gelangen. 
Wir begnügen uns jedoch damit, die Leitflächen abzu- 
leiten, da diese am geeignetsten sind, das System der 
Geraden zu veranschaulichen, welches den imaginären 

peis darstellt Wir nehmen ;stt 4em Zwecke ein rftuiq- 
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liches Coordinatensystem an, dessen X— Axe mit der 
— Axe, dessen Y^Axe mit der <ri— Axe und dessen 
Z — Axe mit der Geraden zusammenfällt, die den imaginären 
Mittelpunkt darstellt , so dass die positive Richtung von 
der Kbene des Imaginären nach der des Reellen geht. 
Sind 4^nn (XoYqZo) , (XiYiZi) zwei Raumpunkte, so findet 
man leicht, dass ihre Verbindungslinie charakterisirt ist 
durcli 

^ ZjXo— ZpXt » ZtYp— YjZp 

— ^0 ^1 — ^0 

/> Yj Yq ^ ^ g ^1 ^^0 A 

P% 7 y-<» I P% — ~7 7~ ^9 

Lil^djQ £Ji CJQ 

WO d den halben Abstand der Ebenen des Reellen und 

Imaginären von einander bedeutet. Führen wir diese 
Warthe in die Gleichungen (3) ein, so erhalten wir 

I) 0=Z,(Y,»+X,«)-Yo(Z,-Zo)Y,-Xo(Z,^Za)X,+ 

(Yo^+Xo^)Z,+.^^^ (Zt-Zo)^. 

I 

II) 0=(Z4-Zo)(XoY,-.YoX,+-^(Z,~Za)) 

Betrachten wir in diesen Gleichungen Xo,YihZo als 

constant, so stellen sie einen Kegel und ein Ebenenpaar 
I vor. Die Kante des Ebenenpaares geht durch (Xo,Yo,Zo), 
wo die Spitze des Kegels liegt. Der Kegel artet für 
I Zo=0 ebenfalls in ein Ebenenpaar aus, zu welchem die 
Ebene Zi=0 gehört. Die Geraden, in denen der Kegel 
I das Ebenenpaar II schneidet, sind Gerade des Systems* 
Es ist nun leicht zu sehen, dass die Ebene — Z^—O 
den Kegel im Allgemeinen nur in der Spitze trifft. Wir 
liönneu daher die GbeneZi — Z^=0 ganz ausser Betracht 

> 

I 
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lassen, weil nur reelle Sclmittlinien imagiuäre Punkte 
darstellen. Eine Ausnahme findet nur statt fttr Zo=0. 
Dann fallen die beiden Ebenen Z«=0 zusammen, was 
mit einer Berührung gleichbedeutend ist. Die Ebene E 
ist also ein Bestandtheil der Leitfläcbe; denn alle Ge- 
raden derselben sind Gerade des Systems. Durcb^jeden 
Punkt des Baumes (Xo,X<hZo) gehen im Allgemeinen 
zwei Strahlen. Diese fallen zusammen, wenn die Ebene 

den Kegel berfihrt. Dann ist aber (Xq^Yq^Zo) ein Punkt 
der Leitfläche. 

Stellen wir also die Bedingung dieser Berührung 
auf, so erhalten wir die Gleichung der Leitfläche. Statt 
der Ebene und des Kegels kann man auch ihre Durch- 
schnitte mit einer beliebigen Ebene, etwa Z+Zq— 0, be- 
trachten. Diese Durchschnitte sind 

Xs^+Y,^=X,^+YoH Zo 

XqYx — YoXi=-^~-Zo 

Die Bedingung für die Berührung dieses Kreises 
und dieser Oeraden ist 

dW+V)- d 

Die Gleichung zerfällt in 
V+V+x^=0 , Xo^+Y,^-^Za=0 

pies eand Paritbololde, welche durch Parallelebenen 
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zur Ebene E in Kreisen geschnitten werden. Sie be- 
rühren sich und die Ebene E in dem Punkte X=:0, Y=0, 
Z=0, wo die Gerade, welche den imaginären Mittelpmikt 
darstellt, die Ebene £ schneidet. Diese Gerade, welche 
wir Mittelpnnktslinie nennen wollen, ist ein Durchmesser 
beider Paraboloide und geht, durch die Mittelpunkte der 
eben erwähnten Kreisschnitte. Die Ebene des Reellen 
schneidet die Leittläche des Keellen in einem Kreise 

dessen Radius dem reellen Theile des complexen Radius 
gleich ist. Ebenso schneidet die Ebene des Imaginären 
die Leitfläche des Imaginären in einem Kreise 

dessen Radius dem imaginären Theile des complexen 

Radius gleich ist. Ausser der Ebene E und den beiden 
Parabolo'iden kann man auch die unendlich ferne Ebene 
zur Leitfläche rechnen; denn für Zi=Zo= oo geht I über 
in Zt — Zo<=0, so dass I und II erfüllt sind« Setzen wir 
p'=:0, SO geht die Gleichung (6) über in 

fl=e ^ 

Das ist ein Kreis. Die Gleichung (7) erheben wir zu- 
taächst auf die p te Pot^ und erhalten dann fUr p'=:0 

l=e 

oder 

n Ci 

Dies ist ein Radius. Unsere Canrensystemc p , p:, 
■ / 
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bestellen also aus concentrischen Kreisen and ihren 
Radien. 

Aefanlich sind die Garvensysteme in den Ebenen des 

Beeilen und Imaginären beschaffen. Die Leitfläche des 
Beeilen schneidet die Ebene des Reellen in dem darza- 
stellenden reellen Kreise. Die Leitfläche des Imaginären 
zieht sich auf die Mittelpunktslinic zusammen. Die ima- 
ginären Punkte des reellen Kreises werden durch die 
Tangentenlinien des Paraboloüdes dargestellt, welche die 
MittelpunktsUnie schneiden. 

Wir wollen nun an einigen Beisi^ielcn die Anwend- 
barkeit unserer Methode zur Darstellung unanschauUcher 
Verhältnisse zeigen. 

Zunächst wollen wir die Schnittpunkte einer reellen 
Geraden und eines reellen Kreises für den lall dar- 
stellen, dass sie imaginär sind. Die Leitlinien des Imagi- 
nären der beiden reellen Gebilde schneiden sich im An- 
fangspunkte des Imaginären. Die gesuchten Geraden, 
welche die imaginären Schnittpunkte darstellen, müssen 
nun entweder durch den Schnittpunkt der Leitlinien des 
Imaginären gehen, oder in ihrer Ebene liegen. Im erstem 
Falle würden sie reelle Punkte darstellen , was wir aus- 
geschlossen haben. Wir wählen deshalb die Ebene der 
Leitlmien des Imaginären zur Ebene der Zeichnung (Fig. 
10). Diese schneidet die Leitfiäclie des Beeilen in einer 
Parabel, die Leitlinie des Reellen der reellen Geraden 
in einem Punkte A. Die zu suchenden Geraden P|, l\ 
• müssen durch A gehen und die Parabel berühren. Die 
Aufgabe kommt also darauf hinaus, von einem Punkte 
Tangenten an eine Parabel zu legen. Die Tangenten 
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AC und AD stellen die gesuchten imaginären Schnitt- 
punkte dar. Es ergiebt sich ferner leicht dass 0'G=:0'D 
und gleich der Tangente ist, die von A an den Kreis 
gelegt werden kann. Dies giebt eine leichte GonstracUoii 
der Geraden AC und AD an die Hand. Nähert sich A 
dem Kreise, so nähern sich die Geraden und P9 ein- 
ander, bis sie zusammenfallen, wenn A in die Peripherie 
des Kreises rückt, und stellen dann den reellen Berüh- 

, rungspunkt dar. Bei weiterer Annäherung von A an 
den Mittelpunkt trennen sich P| und wieder, aber so, 
dass ihr Schnittpunkt jetzt im Anfangspunkte des Imagi- 
nären liegt, und dass sie durch die reellen Schnittpunkte 
gehen, die sie darstellen. Entfernt sich dagegen A im* 
mer weiter vom Mittelpunkte, so nähert sich P^ immer 

I mehr der Ebene E, während mit A zugleich ins Un- 
endliche rückt. Die unendlich fernen imaginären Kreis- 
punkte werden also dargestellt durch zwei Gerade, von 
denen die eine in der Ebene E, die andere in der un- 
endlich fernen Ebene liegt.- Nun ist aber leicht zu 
sehen , dass jede Gerade der Ebene E den einen, jede 
Gerade der unendlich fernen Ebene den andern imagi- 
nären Krei^ipuukt darstellt. Denn erstens kann es auf 

I die Bichtung nicht ankommen, weil diese von der Bich- 
tang der Geraden abhängt, die wir ins Unendliche rücken 

! Hessen. Zweitens haben wir oben gesehen, dass wenn 
eine Gerade einen unendlich fernen imaginären Punkt 
darstellt, alle ihre Parallelen, die denselben Abstand 
von der Ebene E haben, denselben imaginären Punkt 
darstellefl« Die imaginären unendlich fernen Kreispunkte 
zeichnen sich also dadurch aus, dass sie durch eine 
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zweilach unendliche - Menge von Geraden * dargestellt 

werden, während alle übrigen unendlich fernen Punkte 
nur je durch eine einfach unendliche Schaar von Ge- 
raden, und die Punkte im Endlichen nur durch je 
Eine Gerade dargestellt werden. Es mögen die un- 
jeudlich fernen Kreispunkte in der Folge immer durch 
E und U bezeichnet werden, jenachdem die Geraden, 
.welche sie darstellen, in der Ebene £ oder in der un- 
endlich fernen Ebene liegen. 

Wir wollen noch einige Constructionen ausführen, 
die sich auf die imaginären- Kreispunkte beziehen. 

In § 3, als es sich um die Verbindungslinie imagi- 
närer Punkte handelte, hatten whr vorläufig den Fall 
ausgeschlossen, dass die Geraden, welche die imaginären 
Punkte darstellen , in den Ebenen E oder U liegen. 
Dann stellen sie die unendUch fernen imaginären Kreis- 
punkte dar. Es giebt nur zwei Fülle, wo die Leitlinien 
einer imaginären Geraden sich schneiden entweder, wenn 
sie in der Ebene E, oder wenn sie in der Ebene U 
liegen. Dann geht die imaginäre Gerade durch einen 
der unendlich fernen Kreispuukte. Wollen wir also einen 
im Endlichen hegenden imaginären Punkt A mit E ver- 
binden, so müssen wir durch den Durchschnitt der Ge- 
raden, welche A darstellt, mit der Ebene E in dieser 
Ebene zwei sich rechtwinklig schneidende Gerade ziehen. 
Die Richtung bleibt willkürlich. Es kommt auch bei 
allen weiteren Constructionen nur auf den Schnittpunkt 
der Leitlinien an, sodass man sagen kann: 

£ine imaginäre Gerade, die durch £ geht, wird 
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durch einen Punkt in der Ebene £ dargestellt oder durch 
das von ihm ausgehende Strahlenbündel. 

Dasselbe gilt für den imaginären Punkt U und die 
unendlich ferne Ebene, sodass man sagen kann: 

Eine imaginäre Gerade, die durch U gebt, wird 
durch eine Richtung oder ein Parallelstrahlenbttndel dar- 
gestellt. 

Sollen wir also eine imaginäre Gerade g, die durch 
E geht, mit einer andern h, die durch U geht, zum 
Durchschnitt bringen, so haben ^vi^ durch den Punkt in 
der Ebene E , welche g darstellt , eine Gerade in der 
Richtung zu ziehen, durch welche h dargestellt wird. 

Um em Beispiel von der Anwendung dieser Sätze 
zu geben, construiren wir ein vollständiges Viereck für 
den Fall, dass zwei der Ecken die imaginären Kreis- 
punkte E und ü sind. Eine Uebersicht der Construc- 
tion giebt Fig. 11 unter der Voraussetzung, dass Alles 
reell sei. In der Figur 12, \\jelche unsern Fall darstellt» 
sind die entsprechenden Elemente durch dieselben Bu cb 
Stäben wie in Fig. 11 bezeichnet. Die Leithnien des 
Imaginären der imaginären Geraden sind durch einen 
obern Index hervorgehoben. Die Pfeile geben die Rich- 
tungen an, durch welche imaginäre Gerade dargestellt 
werden, die durch U gehen. Wir nehmen zuerst A be- 
liebig an und verbinden A mit E und U. a ist durch 
einen Punkt in der Ebene E, b durch eine Richtung dar- 
gestellt. Wir nehmen dann einen imaginären Punkt F 
an, den wir ebenfalls mit E und U verbinden und bringen 
e und a zum Durchschnitt in B, weiter b und d zum 
Durchschnitt in C, sodass (Fig. 12) A//Ü, B//F. Ver- 

4 
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blncleii wir dann B mit G durdi eine imaginäre Oerade, 
deren LeitUuieu c und c' sind, so werden die durch c 
und c' gelegten Parallelen zu E von den Geraden A,B, 
C,F in den Ecken zweier congruenten Parallelogramme 
geschnitten. Diese müssen Rhomben sein , damit c' JL c 
sei. Endlich y^binden wir A mit F* Führen wir für 
die Leitlinien f und f dieselbe Betrachtung durch wie 
für c und c', so scbliessen wir, dass die durch f und f 
gelegten Parallelebeneu zur Ebene E die Geiaden A,B, 
C,F in den Eokimnkten von congruenten Rhomben schnei- 
den. Daraus folgt, dass f mit c und 1 mit c in einer 
Ebene liegt, und dass als Diagonalen eines Rhombus c 
senkrecht m i und c' zu f ist. Dann stehen auch die 
imaginären Geraden c und f selber senkrecht auf ein- 
ander. Dasselbe gilt demnach auch von g und f, da D 
ein unendlich femer Punkt ist. Nun sind g und f har- 
monisch zu a und b; wir erhalten daher den Satz, dass 
zwei Gerade senkrecht auf einander stehen, wenn sie zu 
den Geraden harmonisch sind, die nach den unendUch 
fernen Kreispunkten gehen. Dieser Satz, der sonst ana- 
lytisch abgeleitet wird, ergiebt sich hier aus ganz ele- 
mentaren gconictiischen Sätzen. Wir können noch einen 
Schritt weiter gehen. Fällt f mit a zusammen, so fällt 
auch g mit a zusammen ^ und es nuiss nach dem oben 
angegebenen Satze a auf sich selber senkrecht stehen. 
Auch dies Räthsel löst sich durch unsere Darstellungs- 
art auf höchst einfache Weise. Wir sahen schon, dass 
die LeitUnien von a in derselben Ebene E liegen. Da 
sie nun ausserdem auf einander senkrecht stehen, so 
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kann man mit Recht sagen, dass a auf sich selber senk- 
recht sei. 

Diese Beispiele mögen genügen, um zu zeigen^ wie 
sich Sätze der ebeueu Geometrie in unsere Darsteliungs» 
weise übertragen lassen, und wie dabei ganz unanschau* 
liehe, ja jeder Anschauung widerstreitende Beziehungen 
in sehr einfacher Weise sichtbar gemacht werden. 

§ 8. Von den Berührungen. 

Um die TaDgenten einer Curve für eiuen Punkt P 
zu finden, verbindet man ihn mit einem andern Gurven- 
punkte und bestimmt die Grenzlage dieser Geraden, 
welcher sie sich nähert, wenn der zweite Punkt sich 
gegen den ersten bewegt. Ist nun die Curve eine imagi- 
näre, so giebt es unendlich viele Weisen, wie der zweite 
Punkt ^dem .ersten genähert werden kann. Doch muss 
man auf allen diesen Wegen stets zu derselben Tangente 
gelangen, wie mau aus dem Satze schliessen kann, dass 
der Differentialquotient einer Funct;on einer complexen Va- 
rialelen unabhängig von der Bichtung der Zunahme ist, 
welche man? der unabhängig V eränderlichen ertheilt. 
Denken wir uns nun, die Annäherung geschähe so, dass 
die Gerade B, welche den zweiten imaginären Punkt 
darstellt, sich von einer Curve Gr (§ 6) abwickele, dann 
geht die Leitlinie des Imaginären der imaginären Tan- 
gente durch den Schnittpunkt von B mit A, wenn A den 
festen imaginären Gurvenpunkt da rstellt. Dieser Schnitt- 
punkt geht beun Grenzabergange in den Berührungs- 

4* 
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paukt von A mit S' über. Die Leitlinie des Keellen 
liegt in der Ebene von A und B, welche S berührt. 
Durch Vertauscbung von o\ mit öu von mit S kom- 
men wir zu einem analogen Resultate, in welchem die 
Leitlhiien des Reellen und Imaginären mit einander ver- 
tauscht sind. Durch Zusannnentassung beider Ergeh- 

« 

nisse erkennen wir, dass die Leitlinie des Beeilen die 

Fläche S, die des Imaginären S' berührt in denselben 
Punkten, wo dies durch die Gerade A geschieht, welche 
den imaginären Berührungspunkt darstellt. Da die Leit- 
linien der imaginären Tangente senkrecht auf einander 
stehen, so erhält man folgenden Satz: 

Projicirt man die Umrisse der Leitfiächen von einem 
beliebigen Tunkte P aus aui die Ebene £, so schneidet 
die entstehende Curve sich selber so oft unter rechtem 
Winkel, als Strahlen des Systems durch P gehen. 

Die Leitlinien der imaginären Tangente, sind den 
Uauptiichtungen des entsprechenden Punktes in der 
Ebene des Reellen parallel, und zwar die Leitlinie des 
Keellen den Bichtungen von ds^, dSr, dpr, dqr. 

Zwei Curvcu berüluen sich im ersten Grade, wenn 
sie einen Punkt und die Tangente in demselben gemein 
haben. Die Gerade A, die den imaginären Berühiungs- 
punkt darstellt, und die LeitUnie L der gemeinsamen 
Tangente bestimmen eine Ebene, >Yelche die Leittiächen 
So und Si der beiden imagmären Gurven im Durch- 
schnitte von A und L berührt. Eine Ausnahme könnte 
stattfinden, wenn die eine Leitlläche in dem betreffenden 
Punkte eine Spitze hätte. Diesen Fall schliessen wir 
aus. Die Leitflftchen des Beeilen berühren sich daher 
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im ersten (hacle, und dasselbe gilt vou S'o und S'i. Die 
Verbindungslinie der Berährungspunkte der Flächen 
stellt den iniaginilieu Berüliriingspiinkt dar. 

Ist nun Z^x (^lY) die Gleichung der Leitfläqhe 

einer imaginären Gurve, so kann man und 

allgemein darstellen durch ii^^^l 
durch die ersten partiellen Differentialquotienten von ^ 

und wenn wie früher 

die Gleichung der imaginären Curve ist; denn wenn zwjji 
imaginäre Curven für gleiche & und S gleiche f/ und i;' 

und gleiche und u. s. f. haben, so berühren sie 

Dz 

sich, und folglich haben ihre Leittlächeu auch gleiche-^^ 

und QY in dem betreä'eudeu Punkte. Hieraus ergiebt 

i<ich weiter, dass die nteu partiellen Derivirten von Z nach 
X und Y von keinen höheren als den nteu partiellen Deri- 
viiien von (f» und abhängen können. Geometrisch be- 
deutet dies, dass wenn zwei iniaginäre Curven sich im 
nten Grade beillhren, dasselbe von ihren Leitflächen gilt. 



$ 9. Von der compiexen Curvenlänge. 

Wir hatten in § 4 eine geometrische Bedeutung für 
die Länge einer imaginären Geraden gefunden. Mit 
Hülfe dieses Satzes wollen wir nun versuchen^ dasselbe 
für die inmgiaäien Curven zu leisten. 
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Wir betrachten zuerst ein Element dr der Curveu- 
l&Dge. Dieses kann man auch als Element der Tangente 
ansehen. Es ist nach § 4 

1) di=p==(da+ida'), 

wenn die Axen der a und d den Leitlinien der imagi- 
nären Taugente parallel sind. Ist Letzteres nicht der 
Fall, 80 ist 

2) di'=--7r=da (cos(— >o)+i sin(— >/o))» 

wo der Winkel ist, den die LeitUnie des lieelieu der 
imaginären Tangente mit der a-Axe bildet, sodass nach §6,16 

Cg^O g^j 

In Folge der Drehung, welche der Factor 

cos(— >/o)+i sin(— Ko) 
andeutet, wird jedes Element einer Curve pr der tr-Axe, 
und jedes Element einer Gurve pi der a^Axe parallel 
gemacht Wenn man demnach die Ebene E mittels der 
Function R(a), welche die Curvenlänge angiebt, auf einer 
Ebene R abbildet, so verwandeln sich alle Gurven pr in 
Parallelen zur p-Axe und alle Gurven pi*in Parallelen zur 
p'-Axe, wenn r=:/9-|-ip' die Punkte der Ebene B bestimmt. 
Dass die Curvenlänge als Function von a tiarstellbar 
ist, ergiebt sich leicht Durch jeden Punkt der Ebene 
E gehen nämlich so viel Gerade des Systems, als die 
Ordnung n der imaginären Gurve beträgt; denn jede 
stellt ^nen Schnittpunkt der iumginäreu Gei'^den dar, 
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die nach § 7 durch den betreffenden Punkt der Ebene 

E dargestellt wird. Hat man uuu eiueu festen Anfangs- 
punkt für die GurvenUlnge gewählt, so hängt sie nur 
von dem Endpunkte ab; aber im Allgemeinen in viel- 
deutiger Weise. Der imaginäre Endpunkt hängt sei- 
uerseitä u-deutig von a ab, sodass die Curveulänge eine 
vieldeutige Function von a ist. Bewegen wir uns also 
auf einer Curve pr, so beschreiben wir in der Ebene K 
gleichzeitig eine Vielheit von Pai*allelen zur p-Axe. Ana- 
loges gilt für die Curve pi und die p -Axe. Ist demnach 

R(a)-P(n',a')+iP,(^r,a), 

so ist 

die Gleichung einer Gurve Pr, und 

P,Ka')=Pi 

die Gleichung einer Curve pi wenn p'i und pi Gonstante 

sind. Dies sind also die Integrale der Diti'erentialglei- 
chungen § 6 (17). Wenn man die Gonstanten ß\ und pi 
als rechtwinklige kruumiliuige Coordiiiateu ansieht, so 
kann man das Resultat auch so ausdrücken: 

Die imaginäre Curveulänge ist durch die Ditl'erenzeu 
der krummlinigen Goordinaten der Punkte gegeben, 
in denen die Geraden, welche die imaginären Endp.unkte 
dai'stcllen, die Ebene E schneiden. 

Hierbei ist zu bemerken, dass jeder Curve Pr oder 
\)\ eine Vielheit von Gonstanten entspricht, und dass 
jeder Geraden, die durch einen Punkt der Ebene E 
geht, nur ein Paar Gurven pc und pi zugeordnet ist, 
welche durch ao gehen. 

Die Curven pr und pi umfassen alle Punkte der 



Digitized by Google 



Ebene £, deneu solche imaginäre Curvenpunkte ent- 
sprechen, welche eine rein reelle, bezüglich rein imagi- 
näre Bogenlänge unter einander begrenzen. 

Man erhält die Funktion B(a), wem man in dem 

Integrale J |/dx*+dy» statt x und y die Grössen a— ib, 

b— ia nach § 6, (14) einführt, wodurch dasselbe uber- 
geht in 

il(a;=2 ]/^/}/ra"=r2>/~iJ da, 

wobei zwischen a und b die Gleichuug 

W(a,b)=o 

besteht. Es ist bemerkenswerth, dass die Curven p, 
und pi, welche auf die angegebene Art mit diesem In- 
tegrale zusammenhängen, geometrisch dadurch entstehen, 
dass man entsprechende Punkte in den Ebenen E und 
U, als Trägern der Variabelen a und b, verbindet und 
dann in der Ebene E so fortschreitet, dass die Gerade 
' eine abwickelbare Fläche erzeugt. 



§ 10. Ueber einige Eigenschaften der 

Leitflächen. 

Die Methode, deren wir uns in § 7 zur Bestinunung 
der Gleichung der Leitfläche bestimmt haben, lässt sich 
allgemein anwenden. Werden die dort nach einander 
ausgeführten Substitutionen auf ein Mal gemacht, so er- 
hält man 

x.(z-d)4-x(z+d) 
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Y.(Z+d)+Y(Z-d) 

* 2Z 

„_ Y,(Z-d)+Y(Z+d) 

. 2Z 
,_ -X,(Z+d)-X(Z-d) 
— 2z 

Wenn man diese Weithe in die Gleichungen 

einsetzt und Xf, Yi allein als veränderlieh betrachtet, 
so erhält luau die Gleichungen zweier Curven (C|, Ca) 
von derselben Ordnung wie die darzustellende imagi- 
näre Gurve. Die Bedingung dafür, dass diese Curven 
sich berfthren, ist die Gleichung der Leitfläche in X,Y,Z. 

So kann man die Leitfläche eines imaginären Kegel- 
schnitts ohne Schwierigkeit aufstellen mit Hülfe der be- 
kannten Formel, welche das Berühren zwder Kegel- 
schnitte ausdrückt. Man erhält lüerbei ausser der Leit- 
fläche noch Theile, die nicht dazu gehören. Es können 
nämlich iüi* einen reellen Punkt (X,Y/) die Curven, C| 
und C2 sich in einem imaginären Punkte berühren. In 
diesem Falle gehört (X,Y,Z) trotz der Berührung nicht 
zur Leittläche, Aveii die Geraden des Systems immer 
reell sein müssen. Ausserdem erhält man die Ebene £ 
als überflüssigen Bestandtheil, weil in ihr die Curven 
Gl, C, nothwendig in eine Anzahl Linien zerfallen, 
welche alle durch einen Punkt gehen. 

Aus der Gleichung einer imaginären Curve in Linien- 
coordinaten kann auf folgende Weise die Orthogonal- 
projection der Umrisse ihrer Leitfläche auf eine belie- 
bige zu E senkrechte Ebene gefunden werden. Als Qo- 
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ordinaten der imaguiren Geraden betrachten wir zu 

I 

diesem Zwecke den bcukrcchteu AbisUmd vom Anfangs - 
punkte 

und den Winkel 

welchen derselbe mit der x-Axe bildet. Üie Leitlinie des 
Beeilen einer solchen imaginären Geraden besümmeu 
wir durch den Winkel ^=>^, den sie mit der X-Axe 
bildet, und durch die rechtwinkligen Coordinaten Z und 
W ihres Durchschnitts mit einer Ebene, die senkrecht 
zu ihr durch die Z-Axe gelegt ist, wobei zur W-Axe die 
Kante dieser Ebene und der Ebene E (X,Y) genommen 
ist. Ks ist dann nach § 4 und § 5 

ferner : 

(d+Z)sin0 + i(d- Z)cosV^ 
'i|/Zd 'iJ/Zd 

wo 2d den Abstand der Ebenen des Ueellcii und Imagi- 
nären bedeutet. Wenn wir diese Werthe in die Ulei- 
chung der imaginären Curve einsetzen und das Reelle vom 
Imaginären trennen, so erhalten wir zwei Gleichungen, 
aus denen wir p' eUmiuiren. , Diese Gleichung stellt in 
Z und W die Projection des Umrisses der Leitfiäche dar j 
auf eine Ebene , die durch den Winkel ^ bestimmt ist, | 
4en sie mit der XZ-Ebene bildet. - - 
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Man kann viele Eigenschaften der Leitöäche un- 
mittelbar aus denen ihier imaginären Curve ableiten. 
Die reellen Punkte einer reellen Curve werden durch die 
Erzeugenden eines Kegels dargestellt, dessen Spitze im 
Anfangspunkte des Imaginären liegt, und dessen Leit- 
linie die reelle Cuive selber ist. Hieraus folgt,' dass 
der Anfangspunkt des Imaginären eine Spitze der Leit- 
fläche, und dass die reelle Curve der Durchschnitt 
der Leitfläche mit der Grundebene ist. Wenn eine ima- 
ginäre Curve durch eine lineare complexe Transformation 
in eine reelle verwandelt werden kann, so muss ihre 
Leitiiäche eine Spitze haben, in weiche der Anfangs- 
punkt des Imaginären in Folge der Transformation rückt 
Die Spitze kann so gefunden werden. 

Die beiden Berührungspunkte einer Geraden G, die 
einen imaginären Curvenpunkt darstellt, können zusam- 
menfallen. Dann liegen sie in der Ebene E oder U. 
Die Gerado berührt dann in diesem Punkte vierpunktig. 
Die Leitlinien der imaginären Tangente müssen auch 
durch diesen Punkt gehen und die Fläche dort berüh- 
ren. Die Leitfläche muss also drei Linien in demselben 
Funkte berühren, die im Allgemeinen nicht in einer 
Ebene liegen. Dies ist nur möghcli dadurch, dass die 
Leitfläche in P eine Spitze hat und sich der Geraden 
G eng anscbliesst. Die Leitfläche durchdringt die Ebene 
E spitzenförmig in so vielen einzelnen Punkten , als die 
Klasse der darzustellenden imaginären Curve. beträgt; 
denn jede Spitze entspricht einer Tangente vom imagi- 
nären Kreispuukte £. Wir sahen oben (§ 6), dass diese 
Spitzen Windungspunkte der Ebene £ in Bezu^ auf di« 
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Ebene U sind. Auf ähnliche Weise findet man, dass 

die Leitfiäcbe sich ebensovieleQ Geiadeu asymptotisch 
nähert, indem sie sich zipf eiförmig ins Unendliche er- 
streckt. Zwei dieser Spitzen oder Fortsätze kounen nur 
dann zusammenfallen, wenn die imaginäre Curve durch 
einen der imaginären Krcispunkte E und U geht, wobei 
der Spitzencharakter verloren geht, und an die Stelle 
des asymptotischen Verhaltens eine parabolische Er- 
Streckung ins Unendliche tritt. 

Die LeitflächQ eines imaginären Kegelschnitts durch- 
setzt also in zwei Spitzen die Ebene E und nähert sich 
asymptotisch zweien Geraden. Zieht man durch die bei- 
den Spitzen in der Ebene E Tarallelen zu den xVsympto- 
ten der Leitflächc, so erhält man vier Gerade, welche 
die Bronnpunkte dar>tellen. Hieraus ergiebt sich leicht, 
dass die Spitzen in der P^bene E für eine reelle Ellipse. 



in den Punkten C und D (big. 13) mit den Courdinatcii 



Hegen, und dass die Geraden g und h die reellen Brenn- 
punkte G, H, und i, k die imaginären Brennpunkte dar- 
stellen. 

Wir sehen hieraus, dass es möglich sein würde, durch 
die blosse Anschauung einer Leitfläche zu entscheiden, 
von welcher Klasse die ünaginäre Curve wäre: man 
brauchte nur die Spitzen in der Ebei>e E zu zählen. 
Auch die Ordnupg würde man sofort erkennen, wenn 
V^n zählte, wie oft die Leit41ache zu jeder Öeite von E 




Xtf=+^l/A«— , Yo— 0 , Z,=:o 



Xi - — BSYt=o,Z,==o 
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der Grundebene parallel verliefe ; denn jede solche Stelle 
entspricht einem imaginären Durchschnittspunkte mit der 
uueudlichfernen Geraden. Stellt man nämlich den ima- 
ginären unendlichfemen Punkt und die zugehörige ima- 
ginäre Asymptote dar , so hat man auf jeder Seite der 
Ebene E zwei sieh rechtwinklig schneidende Oerade, die 
der Grundebenc parallel sind und im Durchscbnittspunkte 
die Leitfläche berühren müssen. 

Diese Andeutungen mögen genügen, um eine allgemeine 
Vorstellung von der Natur der Leitflächen und von der 
Art zu geben, wie man sie untersuchen kann. Es ist 
nicht zu verkennen, dass diese Gebilde meistens so com^ 
plicirt sind, dass der Zweck der Veranschaulichung ima- 
ginärer Beziehungen, ohne Modelle wenigstens, nur sehr 
unvollkommen erreicht wird. Dieser Wunsch loinn nur - 
bei den einfachsten, elementarsten, eben deswegen aber 
auch wichtigsten Verhältnissen vollkommen erfüllt wer- 
den. Bei diesen complicirteren Gebilden tritt dagegen 
ein anderer Nutzen in den Vordergrund, dass es uns 
mögUch ist aus den Eigenschalten sehr einfacher Gebilde 
von einer oder zwei Dimensionen die Natur weit ver- 
wickelterer Gebilde höherer Dimension durch blosse 
Uebersetzung zu eiforschen. Zu diesem Zwecke möchte 
indessen eine allgemeinere Darstellungsweise der imagi- 
nären Elemente noch voitheilhafter sein, zu der wir uns 
jetzt wenden wollen. 



Digitized by Google 



— 62 — 

» 

i II. Eine allgemeinere Darstellung der imagi- 
nären Elemente der Ebene. 

« 

Wir haben im Voiigen den imaginären Funkt durch 
eine Gerade dargestellt. Die Möglichkeit hiervon beruht 
darauf, dass die MaunicMaltigkeit sowohl der imaginären 
Punkte der Ebene als auch der Geraden des Baumes 
eine vierfach unendliche ist. Die imaginäre Gerade hat- 
ten wir dargestellt durch ein Paar von Geraden, welche 
gewisse Bedingungen erfüllen mussten, wodurch die 
Mannigfaltigkeit auf eine gleichfalls vierfach unendliche 
beschränkt wurde. Es liegt nun offenbar eine Nichtbe- 
achtung des Dualitütspriucipes, welches zwischen Ge- 
raden und Funkten in der Ebene gilt, in dieser Ver- 
schiedenartigkeit der Darstellung derselben. Die imagi- 
näre Gerade ebenso wie den imaginären Funkt durch 
eine Gerade des Raumes darzustellen ist unmöglich. Es 
würde dann weder durch zwei imaginäre Funkte eine 
imaginäre Gerade bestimmt sein, noch umgekehrt duicli 
zwei imaginäre Gerade ein imaginärer Funkt Dagegen 
bliebe die Möglichkeit bestehen auch die imaginären 
Funkte durdi je zwei Gerade darzustellen. Die vier Ge- 
raden zweier imaginären Punkte würden dann zwei 
andere Gerade bestimmen, die dann die imaginäre Ver- 
bindungslinie darstellen könnten. Dies war eigenthch 
schon bisher tler Fall; denn die vier Leitlinien zweier 
imaginären Geraden bestimmen nicht nur die Gerade, 
durch welche wir ihren imaginären Schnittpunkt dar- 
stellten, sondern ausserdem die unendlichferne Gerade 
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der Ebene E. Aber hierin liegt eben das dem Duali- 
tätsprincipe Widerstreitende, dass die unendlichfeme 
Gerade für alle imaginären Punkte dieselbe ist, während 
bei der imaginären Geraden beide Leitlinien veränder- 
licli sind. Damit nun die Manniclifaltigkeit der Gebilde, 
welche die imaginären Punkte darstellen sollen, die vier- 
fache ünendiichkeit nicht übersteige, sind Einschrän- 
kungen der Willkührlichkeit der Leitlinien nöthig. Eine 
nähere üeberlegung zeigt, dass es weder möglich ist 
auch bei der imaginären Gefaden eine Leitlinie fest zu 
macheu, noch die LeitUuieüa des imagiuäieu Punkts der 
Bedingung zu unterwerfen, eine gegebene Gerade zu 
schneiden. Das einfachste ist daher, die Geraden des 
Raumes paarweise einander zuzuordnen und festzusetzen, 
dass durch ein solches Paar ein imaginärer Punkt oder 
eine imaginäre Gerade dargestellt werde. 

Um diese Gedanken auszuführen, nehmen wir ein 
tetraedrisches Coordinatensystem an, dessen eine Seite 
in die Grundebene fällt und dort das Coordinatendreieck 
bildet. Die comx)lexcu runktcoordinaten der Griuulebene, 
f werden wir durchweg mit kleinen fiuchstaben in folgen- 
der Weise bezeichnen: 

X iir Si ~J* i6 1 , X9=S2 -j- i^^ , Xg^Sj^-j-iS^ • 
Die complexen Linieucoordiuaten in der Ebene benennen 
wir in nachstehender Art: 

Die Punktcoordinaten des Raumes seien 

oder analog in Y oder Z, so dass der Punkt X|,X>, 
X3,X4=o identisch ist mit 
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Die Ebenencoordinaten mögen 

ü,,ü.,Us,U. 

sein oder analog in V oder W. Die Liniencoordinaten 
im Baame endlich BoUen in folgender Weise beseichnet 
werden ; 

ppk=XkY4-YkX, (k=il,2,3) 

p^iZiXtYs— Y,Xi 

p n'j=X I Y i — ^Y3X j 

pnr==Xk lY, — YtXf, 
wenn die Gerade durch die Punkte X und Y bestimmt 
ist» oder durch 

pgk=UkV4-VKU, (k=l,2,3) 
py,=ü,Vs-U,ü, 

PK^Ü,V,-Vtü., 
wenn die Gerade durch die Ebenen U und Y bestimmt ist. 
Es sei nun 

1) UiXi+U2X2 + U3X3=0 

die Gleichung einer imaginären Geraden. Diese zerfallt in 
Setzt mau hierin 

so erhalten wir die Gleichungen zweier linearen PlUcker« 
sehen Comp^exe. Dan^it aber diese AuHas^ung der £ 
möglich sei, muss 

4) Sifii'+fiÄ'+fiÄ'=o 

sein. Dies ist aber immer zu erreichen; demi gesetzt, 
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die Coordinaten eines Punktes wären ursj^ünglich 
)\z=:tf\i+\tf'k , sa könnte man sie sänimtUch mit derselben 

Grösse e multipliciren und erhielte 

o) £k=:f7iiC0S£ — i/'kSinf ; 6\LZZrfk^iiL$'^ffkfiOi>8 

Setzt man diese Werthe in (4) ein , so ergiebt sich 

6^ tc'Oc— c, ViV%+VzV2 +V3V3 

Man findet lüeraus zwei Werthe für e. Die Aufgabe ist 
identisch mit folgender: 

Die Leitlinien einer Oongruenz zu ünden, welche 
durch die Gleichungen 

gegeben ist. Denn tg« ist der Factor, mit dem man 

die zweite multipliciren muss, bevor man sie zu der 
ersten addirt, um die Gleichung der Leitlinie zu er-* 
halten. 

Es seien nun £0 und j + ^0 <li6 beiden für £ ge- 
fundenen Werthe, und ihnen mögen die Leitlinien p und 

p entsprechen. Dann ist 

Pki=9^cos6e— i;Vsin«o=£k 
iTki::— i/ksineo— ^;kCOS£g=— Sk 

Pk'rr— i/kSin^o— ^A'ooseo^ — 5k 
— i/kCOSf o+t/k sin£«=:^ — äk 
Die Geraden p und sind von dnander in folgender 
Weise abhängig: 

10) Pk'=7rk , 7ik = — pk . 

Diese Zuordnung der Geraden des Baumes ist eindeutig. 

Die Ergebnisse unserer bisherigen Betrachtung sind : 

5 
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L Wenn man die reellen und imaginären Theile der 

Cooi'dinaten eines imaginären Punkts y=:7;+i7/' zu Coef- 
ficienten der Gleichungen einer Congruenz macht, wie 
die Formeln (7) angeben, so sind die Leitlinien derselben 
auf unveränderliche, durch die Formeln (10) alisge« 
drückte Weise einander zugeordnet. 

IL Setzt man die Goordinaten der einen dieser Leit- 
linien nach den Formeln (3) den reellen und imaginären, 
bezüglich mit ( — 1) multiplicirten Theilen der Goordinaten 
eines .imaginären Punkts x gleich, so ist dieser identisch 
mit dem imaginären Punkte y, von dem man ausging. 

Diese immer reellen LeitUnien sehen wir als geo- 
metiische Darstellung des Punktes x an. 

Kehren wir nun zu der imaginären Geraden zurück 
und führen iu die Gleichungen (2) die p und n statt der 
£ und ein, so erhalten wir: 

Dies sind die Gleichungen einer Congruenz. £s ist leicht 
zu sehen , dass die Gorade p' derselben angehört, wenn 
die zugeordnete p dies thut. Die Yergleichung von (11) 
mit (7) ergiebt , dass die Aufgabe , die Leitlinien dieser 
Congruenz zu hnden, übereinstimmt mit der oben schon 
gelösten. Die Leitlinien seien g und g' ; dann ist analog 
wie oben 

gkZr^kCOööo—fy^'Äsin/^o • 

yk=r^kSin5o+^k cos^« , 

wo ^0 bestimmt ist durch 

1 2) tg2* 1= _ 0*^i^l +^^2^/^^ -1-^/^39^3^ 
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Die üoordinaten der andern Leitlinie sind 

g* — ^ksiudo— V k cos^o 

£s ist hierdurch folgende Zuordnung der Geraden im 
Räume gegeben: 

gk=:— n , gk> 

welche man mit der oben gefundenen als identisch er- 
kennt, wenn man sich erinnert, dass die g durch Ebe- 
nen-, die p dagegen durch Punkt-Coordinaten definirt 
sind. Genügen die tp der Gleichung 

SO ist 

gk— ^/>k' :gk— — Wj^'k— ^k. 

Wir haben demnach Folgendes: 

Alle Geraden des iUiuuies sind einander paarweise 
zugeordnet. Jedes Paar stellt einen unaginären Punkt 
dar. Die imaginären Punkte einer imaginären Geraden 
Vierden durch eine üongruenz dargestellt, deren Leit- 
linien ebenfalls einander ziigeordnet sind. 

Man bemerkt leicht , dass die Leitlinien eines ima- 
ginären Punkts X die Grundebene in zwei Punkten, schnei- 
den , von denen der eine durch die reellen , der andere 
durch die imaginären Theile der Coordinaten von x ge- 
geben ist, wenn 

Ebenso hat man den Satz, dass die Leitlinien einer 
imaginären Geraden u, von der Ecke IV des Goordiua- 
tcntctraeders auf die Grundebenc projicirt , dort Bilder 
erzeugen, deren Coordinaten den reellen, bezüglich ima- 

5» 
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ginäreu Tbeilcti der Coordmateu von u gleich sind, 
Venn 

Aus diesen Sätzen folgt weiter: Ein reeller Punkt 
wird^durch zwei Gerade dargestellt, von denen die eine 
die Ecke IV des Tetraeders mit dem reellen Punkte 
selbe^r verbindet, während diei andere in der Grandebene 
liegt. Von den Leitlinien einer reellen Geraden fällt 
eine mit ihr selbst zusammen, die andere geht durch 
die Ecke IV. 

Jedes Paar einander zugeordneter Geraden des 

Raumes stellt sowohl einen imaginären Punkt als auch 
&m imaginäre Gerade dar. Hierdurch ist eine eindeu- 
tige Zuordnung von imaginären Punkten und Geraden- 
in der Grundebene g^eben. Die Gerade mit den Cioor- 
dinaten 

stellt mit der ihr coiyugirten den imaginären Punkt 

Xk=Pk— i^k 

und die imaginäre Gerade 

Uk—pC^Tk-f ipk) 

dar, wodurch die Zuordnung in folgender Weise be« 

stimmt iät 

Diese Zuordnung it>t die der Pole und Polaren des Ke- 
gdschnitts. 

x.^+xa^+x^'^^o 

oder Ui*+Ut+ttt*=Ot 

welcher iuiaginär ist. Um ihn darzustelleu, treuneu wir 

das {teelle und Imagmäre: 
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oder 

Letzteres ist identiseh. Unser Kegelsdmitt ist die im- 
zige imaginäre Cui ve, welche nur durch Eine Gleichung 
swisehen den liniencoordinaten dargestellt wd, die 
einzige daher, ¥wlche durch eine dreifach unendUche 
Menge von Geraden dargestellt wird. Diese Oeradm 
sind, wie leicht aus (10) und (14) hervorgeht alle die- 
jenigen, welche ihre conjugirten sehneiden. 

Die paarweise Zuordnung der Geraden des Kaumes 
ist von der Art, wie sie durch eine Fläche «weiter 
Ordnung 

^ oder üt«+ü,«+ü,«— Ü4»=o 
gegeben ist, indem der Pol sich auf der einen Geraden 
bewegt, wenn die Polare sich um die andere dreht 
Die Fläche ist reell und ohne reelle Erzeugende. Sic 
hat das Coordinatentetraeder zum Polaitetraeder. Ihr 
Schnitt mit der Grundebene ist der imaginäre Kegel- 
schnitt (13). Da nun diese Flache nnd der imaginäre 
Kegelschnitt, als mit dem üoordinatensystem zugleich 
gegeben , allen weitem Untersuchungen m Grunde liegt, 
nennen wir sie die fundamentale Fläche und den fuuda*^ 
mentalen Kegelschnitt. Es ist aber zu bemerken, dass 
die Gleichungen nicht nothwendig die Foimen (13) und 
U5) zu haben brauchen; denn, wenn wir das Goordina- 
'ensystem so verändern, dass die £clce IV fest bleibt 



Oigitized by 



und nur das Dreieck in der Grundeb€ine steh verschiebt, 
so bleiben die fundamentale Fläche und Curve, die Zu- 
ordnung der Geraden, die Darstellung der imaginären 
Elemente der Grundebene unvcfrändert; n,ur die Form 
der Gleichungen ändert bicb, durch welche dies aus- 
gedrückt wird. Man kann jede Fläche zweiter Ordnung 
ohne reelle Erzeugende, welche die Grundebeue nicht 
reiBll schneidet» zur fimdamentalen Fläche machen, wenn 
man den Pol der Grundebene zur Ecke IV des Goordi- - 
natentetraeders maieht, weil man immer ein Coordinatm- 
system und die damit verbundenen Gonstanten so wählen 
kann, dass die Gleidiung der Fläche die Form (15) er- 
hält Wenn wir die allgememere Form der Gleichung 
der fundamentalen Fläche 

16) a i^YiH«»' W--«4'^4'=o 

zu Grunde legen, so ist die Gleichung der fundamenta- 
len Cui've 

17) «i^yr-f«.V+^3'y3*=o 

Die Dartitelluug der imaginären Punkte ist dann gegebea 
4urch die Gl^ehungen 

pettff kz:ork«4Pkrr x k 

ok 

P^ kf/ k^:: = — oti^a^^ k , 

wobei die i/ der Bedingung 

unterworfen sind. 

Jeder Punkt y der fundamentalen Curve wird durch 
ein Strahlenbüschel dargestellt. Die Gleichung 

tg2c ZI — O ^^l^i'+'^g^^g 
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wird nämlich unbestimmt durch das gleichzeitige Ver- 
schwinden Yon Zähler und Nenner, weshalb jede Gerade 

mit den Coordinaten 

Pk - ßfhr-^n^' y »kr: — Äj;'k— ^i/i 

den Punkt y vorstellt, wobei p und ö beliebig sind. 
Diese Geraden bilden das Tangentenbüschel eines Punkr 
tea der fundamentalen Fläche. 

§ 12. Zusammenhang der beiden Arten der 
Darstellung imaginärer Elemente. 

Wenn man die beiden Arten der Darstellung imagi- 
närer Punkte vergleicht, so kommt man leicht zu der 
Vermuthung, dass die Ebenen E und U der fundamen- 
talen Fläche entsprechen. Wir untersuchen deshalb den 
Fall, wo die fundamentale Fläche in ein Ebenenpaar 
ausartet, dessen Kante mit der Seite Iii des Coordinaten- 
dreiecks zusammenfällt; denn so müssen wir die unend- 
liohfeme Gerade der Grundebene aufihssen. 

Wir geben hierbei von den allgemeinen Formeln 
(§ 11 ; 16, 17, 18) aus. Es muss dann 

sein, nnd 

ist die Gleichung der fundamentalen Fliehe, welche zer- 
fällt in 

Die Gleichung der fundamentalen Curve ist 
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Jeder P^nkt dieser reellen Geraden wird durch eine ein- 
fadi unendliche Schaar von Oeraden dargestellt. Lassen 
wir die Seite III des Coordinatendreiecks ins Unendliche 
rficken, so haben wir als fundamentale Curve die un- 
endlichfeme Gerade. Die £bene III des Tetraeders 
wird der Ornndebene pamllel. Den Winkel der Ecke 
III des Coordinatendreiecks machen wir zu einem rech« 
ten und nehmen die Kante der Ebenen (I, II) des Te- 
traeders senkreckt zur Grundebene an und setzen dem- 
gemäss 

ffji=l , j;s=i , <tV=0, 
aYt=X,(jY2=Y,(jYa=l+Z,<yY4=Z. 

Es werden dann die Coordinaten^der Verbindungs- 
linie zweier Punkte Y und Y' ausgedrückt durch 

if«p,=;YZ'— ZY' 
ö«p,isZ'— Z 

tf«;r,=Y— Y'+(YZ'— ZY') 
<y«^rg=X'— X— (XZ'— ZX') 
«•;rs=XY'— YX'. 

Nun ist aber auch (§ 11 ; 18) 
wobei^sLim^ gesetzt ist 
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— 73 — 

Nehmen wir in der Ebene des Imagfbären (III 

des Tedraeders), Y in der des Keelleu au» sodass 

Z'=-l , z=o 

wirdi so kommt 



oder 



,,=Y , 4^ i?'=X'. 

Dies sämmt wirklich mit unserer froheren Darstel- 

iun^sweise überein, wenn wir 

setzen oder 

Die fundamentale Fläche zerfallt dann in 
— (1+Z)+Zr:0 , (1+Z)+Z=0 
d. h. in die unendlich ferne Ebene und in die Ebene E. 
Es geht hieraus hervor, dass sich unzählige andere Dar- 
stellungsweisen denken lassen, bei denen die fundamen- 
tale Fläche in zwei Parallelebenen zerfällt, und die un- 
endlichferne Gerade die fundamentale Cuive ist. Man 

braucht z. 13. der Grösse A = — ^- nur einen andern 

Werth als 1 zu geben, was bedeuten würde, dass die 
Längen in dw Ebene des Imaginären nach dnem andern 
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Masstabe^'mta in Aer Ebene des Beeilen gemessen wer* 
den. £s mag unter Aesen möglichen Darstelloogsarten 
manche geben , welche fbr die Betrachtung metrischer 
Beziehungen nicht weniger günstig sind als die von uns 
spezieller betrachtete. 

Man hat auch bei der allgemeinen Darstellungsart 
einer imaginären Ciirve eine Leitfläche, wie man erkennt, 
wenn man einen imaginären. Punkt und die zugehörige 
imaginäre Tangente darstellt. Mau erhält dann vier 
Gerade, die sich in vier Puntcten schneiden. Diese Punkte 
müssen der Leitfläche angehören, weil in jedem sich 
zwei unendlich nahe Strahlen des Systems schneiden. 
Diese vier Punkte sind die Ecken eines Polartetraeders 
der fundamentalen Flache. Die vier Seitenflachen be- 
rühren die Leitfläche jede in einem Eckpunkte. Wenn 
sich also ein Punkt auf der Ldtfläche bewegt, so um- 
hüllt seine Polare dieselbe. Eine Schaar von Doppel- 
tangentenlmien der Leitfläche stellt die unaginären Punkte, 
ein andere die imaginären Tangenten dar. Schliesslich 
sei noch b^aomrkt, dass sich die Oaussische üarsteUung 
complexer Zahlen verallgemeinern lässt. Eine der beiden 
Leitlinien jedes imaginären Punktes schneidet immer die 
fundamentale Fläche. Jedem imaginären Punkte ent- 
spricht also em Puaktepaar auf jener Fläche. Bestin^ 
men wir nun die imaginären Punkte einer imaginären 
Geraden mittete eines ccunplexen Pantmetm, so können 
wir als Darstellung dieser complexen Zahlen die Punkte- 
paare auf der fundamentelen Fläche ansehen. Letztere 
wird durch jede Eb^ie, welche durch diejenige Leitlinie 
dw imagmim Oeraden gelegt wird, die die fundamen- 
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— fö- 
tale Flache schneidet, in zwei Theüe zerlegt, in welchen 
die Darstellung der cemplexen Zahlen emdeutig ist 
Man sieht, dass die Gaussische Darstellung der Spezial- 
fall ist, in welchem die Idndamentale Fläche m das Ebe- 
nenpaar £ und U zerfällt 

Die Kegelschnitte, welche auf der fundamentalen 
Fläche durch Ebenenbüschel entstehen, deren Axen die 
Leitlinien der imaginären Geraden sind, entsprechen 
ihrer geometrischen Entstehungsweise nach den Paralle- 
len zu den Axen des Reellen und Imaginären der Gaus- 
sischen Darstellung. Die Rechnung ergiebt, wenn man 
als darzustellenden complexcn Parameter den Logarith- 
mus des Abstandsverhältnisses von den imaginäm 
Punkten nimmt, in denen die fundamentale Curve die 
imaginäre Gerade schneidet, dass dann die oben erwähn- 
ten Kegelschnitte alle die Punkte umfassen, denen gleiche 
reelle, bezüglich imaginäre Theile dieses Parameters zu- 
kommen. 

\ Es möchte indessen kaum gelingen, die allgemeine 
Darstellungsweise complexer Zahlen ebenso fruchtbringend 
zu machen, wie die Gaussische. 

Das Verhältniss der beiden Darstellungsarten ent- 
spricht dem der Euclidischen Geometrie zu einer sol- 
chen, in welcher die unendlich ferne Gerade mit den 
beiden Kreispunkten durch einen nicht zer&llenden Ke- 
gelschnitt ersetzt ist. 
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